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数学 , 这 门 十 者 而 又 常 新 的 科学 , 正 阔步 过 向 21 世纪 ， 

回顾 即将 过 去 的 世纪 , 数学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任何 时 代 都 更 
牢固 地 确立 了 它 作为 整个 科学 技术 的 基础 的 地 位 . 数学 正 突破 传统 的 
应 用 范围 向 几乎 所 有 的 人 类 知识 领域 渗透 。 并 越 来 越 直接 地 为 人 类 物 
质 生 产 与 日 常生 活 作出 贡献 同时 , 数学 作为 一 种 文化 , 已 成 为 人 类 文 
明 进 步 的 标志 . 因此 , 对 于 当今 社会 每 一 个 有 文化 的 人 士 而 言 , 不 论 他 
从 事 何 种 职业 , 都 需要 学 习 数 学 ， 了 解数 学 和 运用 数学 现代 社会 对 数 
学 的 这 种 需要 , 在 未 来 的 世纪 中 无 疑 将 更 加 与 日 俱 增 . 

另 一 方面 ，2 加 世纪 数学 思想 的 深刻 变革 ， 已 将 这 门 科 学 的 核心 部 
分 引 向 高 度 抽 人 象 化 的 道路 . 面 对 各 种 深奥 的 数学 理论 和 复杂 的 数学 方 
Ж, 门外汉 往往 只 好 望而却步 这样, 提高 数学 的 可 接受 度 ,就 成 为 一 
种 当务之急 ， 尤 其 是 当世 纪 转 折 之 际 ， 世 界 各 国都 十 分 重视 并 大 力 加 
强 数 学 的 普及 工作 , 国际 数学 联盟 fIMU) 还 专门 将 2000 年 定 为 “世界 数 
学 年 ", 其 主要 宗旨 就 是 ”使 数学 及 其 对 世界 的 意义 被 社会 所 了 解 , 特别 
是 被 普通 公众 所 了 解 ”. 

一 般 说 来 ， 一 个 国家 数学 普及 的 程度 与 该 国 数学 发 展 的 水 平 相应 
并 且 是 数学 水 平 提高 的 基础 ， 跑 着 中 国 现代 数学 研究 与 教育 的 长 足 进 
步 , 数学 普及 工作 在 我 国 也 受到 重视 . 早 在 6 年代, d Z BE. 吴 文 俊 等 
一 批 数 学 家 亲自 动手 所 写 的 数学 通俗 读物 ， 激 发 了 一 代 青 少年 学 习 数 
学 的 兴趣 , 影响 绵延 至 今 ， 改 革 开 放 以 来 , 我 国 数学 界 对 传播 现代 数学 
又 作出 了 新 的 努力 . 但 总 体 来 说 ， 我 国 的 数学 普及 工作 与 发 达 国 家 相 
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外 国 的 先进 经 验 是 必 不 可 少 的 . 

《通俗 数学 名 著 译 从 的 编辑 出 版 , 正 是 机 通过 翻译 .引进 国外 优秀 
数学 科 莹 读物 , 推动 国内 的 数学 普及 与 传播 工作 , 为 我 国 数学 赶 超 记 界 
先进 水 平 的 跨 世纪 工程 贡献 力量 处 书 的 选 题 计划 ， 是 出 版 社 与 编 委 
会 在 对 国外 数学 科普 读物 广泛 调研 的 基础 上 讨论 确定 的 、 所 选 著 述 ， 
基本 上 都 是 在 国外 已 广 为 流传 、 爱 到 公众 好 评 的 佳作 .它们 在 内 容 上 
包括 了 不 同 的 种 类 , 有 的 深入 小 出 介绍 当代 数学 的 重大 成 就 与 应 用 ; 有 
的 循循善诱 卢 迪 数学 思维 与 发 现 技巧 : 有 的 富 于 哲理 阐释 数学 与 自然 
或 其 他 科学 的 联系 ;-…… 等 等 , 试图 为 人 们 提供 全 新 的 观察 视角 ， 以 罕 
ЖТС ЗЕ ЖОЕТ, 领略 数学 文化 的 丰富 多 采 . 

АФУ, 力求 定位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 . 为 此 从 书 中 适当 纳 
入 了 不 同 层 次 的 作品 , 以 使 包括 大 、 中 学 生 ; 大 , 中 学 教师 ;研究生 ; 一 般 科 
技工 作者 等 在 内 的 广大 读者 都 能 开卷 受益 ,即使 是 对 于 专业 数学 工作 者 ， 
本 外 书 的 部 分 作品 也 是 值得 一 读 的 .现代 数学 是 一 株 分 支 众多 的 大 树 ， 一 
个 数学 家 对 于 他 所 研 帘 的 专业 以 外 的 领域 ， 也 往往 深 有 隔行 如 隔山 之 感 ， 
也 需要 涉猎 其 他 分 支 的 进展 , 了 解数 学 不 同 分 支 的 联系 . 

需要 指出 的 是 ， 由 于 种 种 原因 , 近年 来 国内 科技 译 著 尤其 是 科 苯 
译 著 的 出 版 并 不 景气 ， 有 关 选 题 逐 年 减少 ， 品 种 数量 不 断 下 降 ， 在 这 
样 的 情况 下 ， 上 海 救 育 出 版 社区 迎接 2000 世界 数学 年 为 契机 ， 按 昭 
国际 版 权 公 的， 不 惜 耗资 购买 版 权 ， 组 织 翻译 出 版 这 赛 《 通 俗 数学 名 
著 译 从 》， 这 无 疑 是 值得 称 证 和 支持 的 举措 .参加 本 从 书 翻译 的 专家 
学 者 们 。 自 愿 抽出 宝贵 的 时 间 来 进行 这 类 通常 不 被 算 作成 果 但 却 能 
帮助 公众 了 解 和 欣赏 数学 成 果 的 有 益 工作 。 同 样 也 是 值得 肯定 与 提 
倡 的 . 

像 这 样 集中 地 翻译 , 引进 数学 科普 读物 , 在 国内 还 不 多 见 . 我们 热 
切 希 望 广大 数学 工作 者 和 科普 工作 者 来 关心 、 扶植 这 项 工作 , 使 通俗 
数学 名 著 译 从 》 出 版 成 芭 . 
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уЗ ПИЕ 2000 世界 数学 年 . 让 公众 了 解 . 喜爱 数学 , 让 数学 
HTHP! 


《通俗 数学 名 著 评 外 # 编 委 会 
t997 年 8 月 


仅 以 此 书 纪念 我 的 老师 


Ж. 奥 伦 多 和 尔 夫 教授 
(1900 年 生 于 德国 , 1981 年 在 以 色 列 逝世 .) 
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AFR! 任何 一 个 其 他 问题 都 不 
曾 如 此 深 剂 地 影响 人 类 的 精神 ; 任何 
一 个 其 他 观点 都 不 曾 如 此 有 效 地 激励 
ADE J Amn Ж ВЖ, 
穷 大 更 需要 湾 清 '…，… 

一 一 大 卫 :项 尔 伯 特 (1862 – 1943) 


有 一 个 故事 据说 出 自 杰 出 的 数学 家 大 卫 ， 
希 尔 伯 特 之 口 ， 上述 引 语 就 是 他 说 的 ,一 天 夜 
里 已 经 很 晚 了 ， 一 个 人 走 进 一 家 旅馆 想 要 一 个 
房间 . 店主 回答 说 ;“ 对 不 起 , 我 们 没有 任何 空 
位 子 了 ,但 是 让 我 们 看 一 看 ,或 许 我 最 终 能 为 您 
找到 一 个 房间 .“ 然 后 店主 离开 了 他 的 桌子 ,很 
不 情愿 地 叫 醒 了 他 的 房客 ， 并 且 请 他 们 换 一 换 
房间 : Ú 号 房间 的 房客 搬 到 了 2 号 房间 ,2 号 房 
间 的 房客 搬 到 了 3 号 房间 ,以 此 类 推 ,直到 每 一 
位 房客 都 从 一 个 房 辣 搬 到 了 下 一 个 房 问 为止. 
令 这 位 壕 来 者 感到 十 分 吃惊 的 是 。1 号 房间 觉 
然 被 腾 了 出 来 . fedi mote T gp, HE 
ТЖВ. 但 是、 一 个 百 思 不 得 其 解 的 问题 
使 他 无 法 入 上 县: 为 什 训 仅仅 通过 让 房客 从 一 个 


无 穷 大 是 一 个 深 不 可 测 的 
海湾 、 所 有 的 东西 都 会 在 其 
中 消失 . 

— su - 5 d Ж] 5s № 
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НОСНА ШАН AG. È 
就 不 会 存在 , AFEA EH 
ATEMATIK! 

一 一 到 奥 纳 名 -io рау 
(1452 - 15191 ， 章 大利 艺 术 
家 和 工程 师 


当 我 们 说 … 个 东西 是 无 穷 
КААН. 这 反 仅 意味 著 我 
们 不 能 感知 到 所 指 事 物 的 
终点 或 边界 . 

一 托马斯 ETA 
(1588 - 1679) жфт 
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来 我 们 的 这 位 客人 渐渐 地 找到 了 答案 : 这 所 旅 
馆 一 定 是 希 尔 伯 特 的 旅馆 ， 它 是 城 里 一 个 据 认 
为 有 无 煞 个 房间 的 旅馆 ! 通过 使 所 有 上 房客 都 从 
一 个 房间 搬 到 另 一 个 房间 ，!1 号 上 房间 便 被 腾 了 
出 来 : 
I 2 3 4 5 6 з 
I 2 3 ^4 5 'g >e 

这 个 著名 的 旗 事 在 革 种 程度 上 讲 出 了 无 
穿 太 的 全 部 故事 ,这 个 故事 所 涉及 的 引起 人 
们 好 奇 的 悖 论 和 看 仅 不 可 能 的 情况 ， 曾 使 人 
类 困惑 了 两 千 余 年 . 这 些 悖 论 都 源 自 数学 ， 
而 且 正 是 这 门 学 科 为 最 后 解决 这 些 悖 论 提供 
了 最 成 功 的 途径 . XE KS GB E ЕЕ A 
化 仅仅 是 在 本 世纪 才 全 部 完成 的 ， 而 匡 即 芯 
是 这 种 功绩 也 不 能 说 是 登峰造极 .， 与 各 门 学 
科 一 样 ， 数 学 的 周围 也 有 一 种 因 不 完整 而 带 
来 的 请 夷 空气 ; 一 种 神秘 刚 被 破解 ， 员 一 种 
新 的 神秘 早已 渗入 其 中 . 得 到 对 科学 的 绝对 
的 和 最 和 终 的 理解 ， 是 一 个 难以 捉摸 的 目标 ， 
然而 正 是 这 种 难以 近 摸 才 使 得 对 任何 一 个 科 
学 领域 的 研究 都 那么 富有 刺激 性 ， 当 然 数 学 
也 不 例外 . 

很 多 思想 家 都 研究 过 无 穷 大 . TAHY 
学 家 们 就 一 条 线段 (或 者 就 任何 数量 而 言 ), 是 
不 是 可 无 限 地 被 分 割 ， 或 者 说 是 不 是 可 以 最 终 
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得 到 一 个 不 可 分 割 的 点 ( 即 “原子 ”) 等 问题 ， 
展开 了 无 休止 的 争论 . 他 们 的 现代 追 贿 者 
物理 学 家 们 今天 仍然 还 在 设法 解决 同一 个 问 
题 ， 他 们 使 用 巨大 的 粒子 加 束 器 寻找 “基本 粒 
子 ” 一 一 那些 槐 成 整个 宇宙 的 基本 砖 块 ， X < 
学 家 一 直 在 从 男 一 个 极端 的 一 一 无 限 广 阔 
的 一 一 尺度 上 思索 着 无 窃 大 问题 . 我 们 的 宇宙 
真 德 它 所 呈现 在 任何 于 晴朗 的 标 夜 观看 天 空 的 
太 们 面前 那样 无 穷 无 尽 , 或 是 它 有 一 个 这 界 { 在 
这 个 边界 之 外 和 伸 么 东西 也 不 存在 ) 吗 ?有 限 宇 宣 
的 可 能 性 似乎 是 对 我 们 常识 的 一 种 挑战 .我们 
可 以 森 任 何方 向 上 一 直 走 下 去 而 永远 也 到 不 了 
“ 懿 ”, 这 个 车 实 不 是 很 清楚 吗 ?但 是 我 们 将 不 难 
看 出 , 当 研究 无 穷 大 时 ,常识 "是 一 个 非常 差劲 
的 向导 ! 

艺术 家 也 对 无 穷 大 进行 了 研究 (dE 
布 上 以 线条 描绘 出 了 无 穿 大 ， 而 这 些 画布 和 线 
条 成 了 宝贵 的 艺术 财富 .“ 我 在 画 无 穷 大 ,” 凡 ， 
高 在 凝视 着 他 眼前 那 无 限 延伸 的 法 兰 西 平原 时 
KERE. ARE- 帕斯卡 以 他 所 特有 的 忧 部 
的 世界 观 哀叹 道 … “那些 无 限 空间 里 的 无 尽 寂 静 
使 我 感到 恐惧 . ”而 另 一 个 文人 乔 东 达 诺 。 布 
和 鲁 诺 在 想到 无 限 的 字 害 时 感到 欢欣 鼓舞 :“ 打 开 
一 赢 我 们 可 以 从 中 向 外 观察 无 尽 太 空 的 大 门 ” 
是 他 的 座 右 馈 , 他 因此 被 宗教 法 庭 还 捕 , 并 且 被 
判处 死刑 . 

但 是 款 管 我 们 用 什么 方法 考察 无 穷 太 ， 我 
们 最 终 都 被 带 回 到 数学 领域 ， 因 为 正 是 在 这 里 
才 有 无 窃 太 概念 最 深 的 根基 ， 一 种 观点 认为 数 


жатака е. 在 一 本 由 日 本 教学 
AIKE- MRM. 无 限 学 会 最 近 编 写 的 《数学 百科 全 蔬 》 中 由 Dal 
пот елши. “infinity” , “infinite” 和 “infinitesimal" 这 些 词 在 索 
一 约 得， SR (1608 – . . a 
PAM SPHSUETEA EL. PRR 
大 的 概念 ,我 们 将 很 难看 出 数学 将 如 何 存 在 , 因 
为 一 个 芒 子 最 先 学 到 的 数学 一 一 如 何 数 数 一 一 
就 是 以 每 一 个 整数 都 有 一 个 后 继 者 这 一 不 言 而 
喻 的 假定 为 基础 的 . 在 几何 学 中 十 分 重要 的 
“直线 "的 概念 ,也 是 以 类 似 的 假定 为 基础 的 :我 
们 能 够 在 两 个 方向 上 无 限 地 延长 一 条 直线 一 一 
至 少 在 原理 上 如 此 . 甚至 在 像 摄 率 这 样 看 起 来 
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号 MIT 出 版 社 于 19980 年 出 版 了 英文 版 . 
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“有 限 的 ”数学 分 支 中 , Ж XEL ab te Ж — 
HADER: ARTISTAREN, T iE 
到 五 次 "正面 ", 和 五 次 “反面 ", 或 者 会 得 到 六 次 


“正面 ”和 四 次 "反面 ,或 者 事实 上 可 得 到 任何 


结果 ;但 是 当 我 们 说 得 到 “正面 "或 “反面 ”的 要 
ФЕ, SIE БӘ БАЙР ЕСЕ КОРЕ. 
无 穷 多 时 ,就 会 产生 相等 的 结果 ， 

我 第 一 次 遇 到 无 穿 大 时 还 是 沾 小 男孩 . 别 
人 给 了 我 一 本 书 ， 这 本 书 是 犹太 教 法 典 中 的 传 
说 部 分 ， 讲 的 是 出 埃及 记 的 故事 . 书 的 封面 上 
是 一 幅 画 ， 画 中 的 一 个 小 男孩 手中 拿 着 一 本 与 
该 书 相同 的 书 . 当 我 仔细 看 时 ， 可 以 看 到 在 小 
男孩 拿 的 那 本 小 书 的 封面 上 还 是 相同 的 画 . 可 
能 这 幅 画 又 出 现在 画 中 的 画 里 面 一 一 我 记 不 太 
清楚 了 . 但 是 我 确实 记得 ， 当 时 我 头脑 中 的 屠 
个 想法 就 是 ;如 果 有 可 能 继续 这 一 过 程 ,那么 它 
将 永远 继续 下 去 ! 这 种 可 能 性 十 分 有 趣 ; 当时 我 
还 不 知道 ， 一 个 那 时 还 不 太 出 名 的 荷兰 画家 毛 
里 荡 ，C， 埃 会 尔 已 对 这 种 观念 很 着 迷 ， 并 且 在 他 
的 作品 中 把 这 种 观念 表达 了 出 来 ， 从 而 把 这 个 过 
程 实施 到 使 用 绘画 工具 能 够 达到 的 最 大 限度 . 

后 来 我 又 一 次 员 到 了 无 窃 太 ,这 次 与 上 次 
完全 不 一 样 . — RE, # 5 EP 3k 36 (EF fb I 
亚 特 区 ) 的 康 瀑 狄 格 大 上 街 散步 时 ,我 忽然 发 现 自 
已 站 在 一 尊 巨 大 的 抽象 派 雕塑 之 前 ， 它 正好 竖 
立 在 人 行道 上 . -AFRL A: CEFARM 
ЖШ). 它 由 一 个 大 的 椭 图 形 青铜 环 和 安装 在 
青铜 环 极 什 点 上 的 螺旋 桨 形状 的 物体 组 成 ,这 
个 细 长 的 物体 看 起 来 能 在 它 的 枢纽 上 自由 转 


无 穷 大 内 是 一 种 比喻 ,意思 
是 指 这 样 -- 个 极限 : 当 人 允许 
某 些 比率 无 限 地 增加 时 , 5 
一 些 特定 比率 可 以 相应 地 
无 限 逼 近 这 个 极限 , Ж EU 
"iid. 
卡尔 ， 弗 里 德里 希 ， 
高 斯 11777 - 1855), ИН 
学 家 


无 黑 集 基 一 个 可 以 与 它 自 
己 的 -一 个 真子 集 一 -- 对 应 
的 集 . 

— fi т. PERK 
(1845 - ]918} ,德国 数学 家 


无 穿 太 使 可 能 的 东西 变 成 
必然 的 东西 . 

——ЖФ bj, АШ 
六 评论 ?,1978 fF 4 F] 15 H 


— 5 一 


ХКА п, 不 
能 发 生 的 事 在 这 里 会 发 生 . 
一 一 一 位 不 知 姓名 的 中 学 


生 


动 , 所 以 我 轻 轻 地 摸 了 它 一 下 ,本 希望 它 能 够 开 
始 转动 . 然而 ,暗藏 的 报警 回响 了 ,而且 其 声音 
如 此 刺耳 ， 以 致 于 我 当时 十 分 害怕 . 在 我 的 最 
初 的 震惊 结束 以 后 ， 我 可 以 听见 我 的 体内 有 一 
Е Е И ЕЕЕ ЗИЧ 

在 以 后 的 章节 中 ， 我 将 试图 与 读者 分 享 无 
КАРАНА АТЖ Ха Е. 
本 书 的 书包 无穷 之 旅 》, 其 原意 是 “走向 无 穷 大 
及 其 之 外 ", 取 自 一 本 望远镜 说 明 书 , CP 
了 这 台 仪 器 的 很 多 性 能 ， 其 中 包括 如 下 内 容 : 
“您 的 望远镜 的 聚焦 范围 从 十 五 黄 尺 到 无 穿 大 
及 其 之 外 . ”正如 本 书 的 副标题 “关于 无 窃 大 
的 文化 史 " 所 显示 的 那样 ,我 的 目的 是 说 明 无 穷 
大 在 各 个 时 期 的 故事 ， 但 是 不 一 定 按照 一 个 严 
eS PhD r. 我 讲 的 故事 在 很 大 程度 上 是 一 
个 学 科 的 故事 一 一 故事 是 从 一 个 数学 家 的 角度 
讲述 的 . 这 就 意味 着 我 必须 面 对 每 一 个 科学 家 
在 为 受过 教育 的 外 行 写 书 时 所 面临 的 同一 种 困 
Ж: 如 何在 兼顾 他 的 同行 希望 他 应 坚持 的 严谨 
标准 的 同时 ， 用 外 行 能 够 理解 的 语言 表达 作者 
的 意思 ， 这 种 困境 在 数学 中 尤其 严重 , 因为 数 


Ф ЖЯ - 塞 弗 非常 友好 . 他 送 给 我 一 本 讲述 他 
的 作品 的 非常 精美 的 书 . 有 关 《 无 穷 大 的 极 归 区 ,他 说 ;部件 
中 心 “8 字 型 青铜 并 安装 在 其 青铜 外 环 之 内 , 像 在 空中 法 浮 …- 
样 . 这 个 形状 提醒 我 们 ， 它 就 是 无 穷 大 符号 . ”关于 支 皇 这 个 
作品 的 那个 大 基 座 ,他 说 ;“ 那 个 石 黑 构 件 不 仅仅 是 -个 合适 
的 支撑 , 而 且 是 该 雕塑 的 一 个 关键 部 分 , 它 把 坚 雄 的 和 有 限 的 
大 地 带 人 到 整体 关系 的 均衡 之 中 . 这 个 石头 构件 是 我 们 思考 
XSDKBUMERE, " 


H2 {ат Ш), £988 - SE35JfE( ESE. RE (E HL 
[м1 亚 特 区 }. жуа. али. 
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图 3 {EAK}, ME. 德 . 里 韦 拉 (PRH, HELEH 
IK). 由 纽约 Grace Borgenicht 美术 和 馆 何 塞 - 德 , 里 韦 拉 财 产 管 
理 机 构 各 华盛顿 哥伦比亚 特区 的 美国 历史 国家 博物 馆 提供 ， [xi] 


学 几乎 完全 依赖 于 符号 和 方程 的 非 文 字 语 言 . 
我 希望 我 在 以 适当 的 方法 解决 这 个 问题 方面 是 
Кор. 
А АЕК SB. 所 以 我 尽力 


回避 在 正文 本 身 使 用 * 吉 等 "数学 . (当然 ,熟悉 
一 些 初等 代数 知识 不 会 有 任何 害处 . ) 一 些 专 
门 的 数学 问题 被 放 在 附录 中 ， 以 保持 一 般 性 讨 
论 的 连续 性 . 各 章 只 是 很 松 散 地 连 在 一 起 ， 所 
以 泪 读 其 中 的 一 些 章节 将 不 会 影响 其 他 阅读 . 
最 后 ， 那 些 仅 仅 喜 欢 随便 浏览 本 书 的 谍 者 仍然 
能 够 欣赏 很 多 图 形 和 照片 ,还 有 美 于 无 窃 大 的  XAUBOKGB AGEOK ORG 
大 量 引 语 ,诗句 等 等 . 会 的 那个 没有 边际 的 维度 ， 
很 多 朋友 在 这 项 工作 中 给 我 提供 了 才 588 
助 ， 我 十 分 感谢 他 们 - X Ege Xi 
A ñ # 2 Ж. 感谢 我 的 同事 Wilbur Hoppe 
和 Robert Langer, БЇП ЖТ S 85 89 R Z 39 2, 
并 且 提 出 过 很 多 建议 ;感谢 Blagoy Trenev ,我 
不 断 地 就 一 些 语言 和 文体 方面 的 问题 打 抗 
他 ;感谢 Hilde Bacharach 和 Raffaella Borasi, 他 
们 为 我 提供 了 两 首 描述 无 窃 大 的 诗 ; 感谢 
Ruth Ollendodf ,她 使 我 得 以 了 解 她 已 故 丈 夫 
Franz Ollendodf 教授 很 多 未 发 表 的 手稿 ， 本 
书 就 是 献 给 他 的 ; 感谢 Mary Besser， 她 编辑 
了 绝 大 部 分 书稿 ， 并 且 在 最 后 定稿 时 给 我 
iE BEY А m m Lynn Metzker , 他 绘制 
了 大 部 分 的 线条 画 ; 感谢 威斯康星 大 学 中 
3,3 qon Wm Tow OR YEA d ВУ E 
XOECAGEÉ.CEIEEKdE t Y SD ES , 对 我 
的 工作 提供 了 极 大 帮助 ; 还 要 感谢 
Birkhäuser Boston 出 版 公司 编辑 出 版 人 员 ， 
人 们 为 本 书 得 以 出 版 发 行 付出 了 殷 多 艰辛 ， 
最 重要 的 是 ， 我 应 感谢 我 的 好 条 Luise Metzger. 
ЖЩ: TERESTRA Y A, mdp 


жй тае #0 аа, RASA SR KH. 我 在 

Ati ii — 很 多 个 夜晚 留 下 她 一 人 在 家 而 去 办 公 室 写 这 

DERE 本 书 ， 她 对 此 付出 了 很 大 的 耐心 , 要 没有 这 些 人 
的 支持 ,这 项 工作 可 能 永远 也 不 会 完成 . 

最 后 说 一 名. 数学 家 在 每 次 讨论 开始 时 者 

必须 定义 他 的 符号 和 概念 . 所 以 文中 的 “he” 我 

指 的 是 “他 或 她 ”; “him” JE “(E EA) 他 或 她 "， 

竺 等， 如果 我 在 本 书 中 使 用 的 是 更 传统 的 语 


言 , 只 是 为 了 简洁 . 


密 葡 很 州 罗切斯特 
1986 + 7 JH I3 B ха] 
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第 一 篇 ”数学 的 无 穷 大 


一 、 二 、 三 一 一 无 穷 大 ， 
一 一 乔治 .人 徊 莫 夫 
(1904 - 1968 ) 


在 小 的 当中 没有 最 小 的 ， 在 大 的 

4 PAR R Kd5. 但 是 总 有 某 个 东西 
最 小 ,也 总 有 菜 个 本 西 了 最 大 . 

一 一 阿 那 克 萨 总 拉 ( 芍 公元 前 500 — 428) 


无 穷 太 有 很 名 面孔 . 外 行人 经 常 认为 它 是 
一 种 比 所 有 数 都 大 的 “ 数 ”. 对 一 些 原始 部 落 来 
讲 , 无 穷 大 开始 于 三 ,因为 任何 比 三 大 的 数 都 是 
“很 多 "， 所 以 不 可 数 . 摄影 师 的 无 穷 大 是 从 他 
照相 机 镜头 前 三 十 英尺 开始 的 ， 而 对 于 天 文学 
家 (或 者 我 应 该 说 宇宙 学 家 )} 来 说 , 整个 宇宙 可 
能 也 不 足以 大 到 可 以 容纳 无 穷 大 的 地 步 ， 因 为 
目前 仍然 不 知道 我 们 的 宇宙 是 “开放 的 ”还 是 
“封闭 的 "， 是 有 界 的 还 是 无 界 的 . 艺术 家 有 他 
自己 对 无 穷 大 的 想象 ， 他 们 有 时 像 凡 ， 高 那样 
把 无 穷 大 设想 为 一 个 广 带 无 边 的 平原 ， 他 的 想 
和 象 在 这 个 平原 上 任意 驰 对 ， 有 时 把 它 设想 为 一 
种 单一 基本 图 案 的 无 尽 重复 , 像 摩尔 人 的 抽象 
设计 中 表现 的 那样 . 其 次 还 有 哲学 家 ， 他 的 无 
穷 大 就 是 永恒 、 神 性 或 者 是 上 帝 自身 . 但 是 ， 
最 重要 的 是 ,无 穷 大 是 数学 家 的 王国 ,因为 这 一 


概念 最 深 地 置 根 于 数学 之 中 . 在 数学 领域 中 ， 
这 一 概念 经 过 了 无 数 次 的 塑造 和 再 塑造 ， 而 且 
在 这 里 它 最 终 庆 祝 了 它 的 最 大 胜利 . 

数学 无 穷 大 是 从 希腊 人 开始 的 . 诚然 ， 早 
在 希腊 时 代 之 前 ， 数 学 作为 一 门 学 科 就 已 经 达 
到 了 一 个 相当 先进 的 水 平 ， 这 一 点 从 兰 德 纸 草 
书 一 一 收集 了 用 僧侣 文书 写 体 写成 的 84 个 数 
学 问题 ， 可 追 潮 至 公元 前 1650 年 全 一 -之 类 的 
著作 中 可 清楚 地 看 出 . 然而 , 印度 .中国 、 巴 比 
伦 和 埃及 的 古代 数学 仅仅 局 限于 日 常生 活 中 的 
实际 问题 ,例如 面积 .体积 .重量 和 时 间 的 测量 . 
在 这 样 一 种 系统 中 ， 没 有 像 无 穷 大 这 种 玄 永 概 
念 的 存在 空间 . 这 是 因为 在 我 们 的 日 常生 活 中 
没有 什么 东西 直接 与 无 穷 大 打交道 . 无 穷 大 只 
有 等 待 ， 直 到 数学 从 一 个 严格 的 实用 学 科 转 化 
成 一 个 智力 学 科 为 止 :在 这 里 ,为 知识 而 追求 知 
识 成 为 主要 目标 . 这 种 转化 于 公元 前 6 世纪 前 
后 发 生 在 希腊 ,所 以 希腊 大 最 先 认识 到 无 穷 大 
的 存在 是 数学 的 一 个 中 心 问题 . 

认识 到 了 一 一 是 的 , 但 不 是 正视 ! 希 腊 人 离 
把 元 穷 大 纳 和 人 他 们 的 数学 系统 仅 差 一 步 ， 而 且 
要 不 是 他 们 缺少 合适 的 符号 制 ， 他 们 或 许 能 够 
把 微 积分 的 发 明 提 前 约 两 千年 . 希腊 人 是 几何 
学 大 师 ， 而 且 几 乎 所 有 的 经 典 几何 学 一 一 就 是 
我 们 在 学 校 里 学 的 那 种 一 一 都 是 由 他 们 创立 的 . 


中 ”该 纸 草书 以 苏格兰 的 埃及 学 家 六 1A- 兰 德 的 名 
字 命 名 . 兰 德 于 1850 年 买 下 了 该 纸 草书 . 它 现 在于 大 黄 博 物 
TR. 参 Anuk Buffum Chace AS ER EB 45, ik 
їн 4e Bl Er E EROS A F 1979 Ei. Virginia 的 Resun 出 版 ， 
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此 外 ， 正 是 希腊 人 在 数学 中 引入 了 严格 性 的 高 
标准 ， 并 使 它 从 此 成 为 这 一 职业 的 标志 . 希腊 
人 坚持 认为 , 任何 无 法 从 先前 确立 的 事实 出 
发 ,经 于 辑 推 导出 的 东西 ,都 不 能 被 纳入 数学 知 
识 的 整体 之 中 , 正 是 这 种 数学 独 有 的 对 证 明 的 
坚持 , 才 使 它 与 所 有 其 他 学 科 区 分 开 来 . 然而 ， 
尽管 希腊 人 擅长 几何 学 并 且 使 其 日 唆 完 善 ， 可 
是 他 们 对 代数 的 贡献 却 非常 少 . А EXE, 
代数 是 一 种 语言 ， 由 一 批 符号 和 一 套 对 这 些 符 
号 进行 运算 的 规则 组 成 ( 正 像 一 种 日 常 语言 由 
单词 和 一 些 把 这 些 单词 组 合成 有 意义 的 句子 的 
规则 组 成 的 一 样 )、 当 时 的 希腊 人 不 具有 代数 
语 育 。 所 以 他 们 无 法 体会 代数 语言 的 主要 优 
点 一 一 它 所 提供 的 普遍 性 以 及 它 所 具有 的 以 一 
种 抽象 方式 表达 变量 之 间 关 系 的 能 力 . 正 是 这 
一 事实 ,而 不 是 其 他 的 任何 东西 , 才 产 生 了 他 们 
пка ня, НОСУ ОН ЕА: 
BR. “无 穷 大 曾经 是 禁忌 ,” 托 比 亚 斯 ， 丹 齐 克 
在 他 的 经 典 著作 《 数 一 科学 的 语言 》 一 书 中 
说 “必须 不 惜 任何 代价 回避 它 : 否 则 ,如 果 做 不 
到 的 话 ， 必 须 借助 达到 莞 课程 度 的 理由 等 等 把 
它 降 藏 起 来 .“ 

这 种 对 无 穷 大 的 丽 惧 在 世 庶 (公元 兰 4 世 
纪 生 活 在 埃 利 亚 的 哲学 家 ) 的 著名 悖 论 中 表现 
得 再 好 不 过 了 . 他 的 悖 论 ， 或 者 像 希腊 人 郑 样 
称 为 “论证 ", 悬 关于 运动 和 连续 性 的 ,而 且 在 他 
的 一 个 悖 论 中 他 试图 证 明 运 动 是 不 可 能 的 . 他 
的 论证 似乎 十 分 有 说 服 力 : 一 个 跑步 者 要 想 从 
一 个 点 跑 向 另 一 个 点 ， 他 必须 首先 跑 过 两 点 之 
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OQ) 
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图 1.2 ARHI 
ESHE. 


一 看 一 


间距 离 的 一 半 ,然后 跑 完 剩余 距离 的 一 半 ,之 后 
跑 完 上 次 剩余 的 一 半 , 依次 类 推 , 永 无 止境 
(图 1.1). 芝 诺 争辩 道 , 因 为 这 需要 无 穷 多 个 步 


3 


1 


e 
E 


° 12 + а 


L--——————————————— —— 
9 w + са + 1⁄4 1 


图 1.1 Рант. 

又 ,所 以 跑步 者 总 也 到 不 了 目的 地 ,当然 , 芝 诺 
非常 清楚 跑步 者 能 够 在 经 过 有 限 的 一 段 时 间 之 
后 到 达 终 点 . 然而 ,他 没有 解决 这 个 悖 论 ,而 是 
把 它 留 给 了 后 人 . 至 少 从 这 一 点 上 讲 他 很 说 
省， 他 承认 无 穷 大 超出 了 他 和 他 的 同 代 人 的 智 
力 范围 . 芝 诺 的 悖 论 不 得 不 在 被 解决 之 前 又 等 
待 二 十 个 世纪 . 

但 是 ， 尽 管 当时 的 希 腾 人 不 能 从 智力 方面 
理解 无 穷 大 ,但 他 们 有 时 候 却 很 好 地 利用 了 它 . 
他 们 最 先 发 明 了 一 种 数学 方法 寻找 我 们 今天 用 
л 表示 的 那个 非常 驰名 的 数 一 贺 的 周 长 与 其 
直径 之 比 , 从 有 文字 记载 的 历史 开始 ， 这 个 数 
就 引起 了 外 行人 和 学 者 们 的 兴趣 . 在 兰 德 纸 草 
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P { 约 公元 前 1650 年 ) rp, 我 们 发 现 它 的 值 为 
(4/3) *, 或 非常 接近 于 3, 16049, 与 精确 值 的 误 
差 在 0.6% 5р8. 古 埃及 人 已 经 掌握 了 这 样 一 
个 精确 度 , 确实 了 不 起 . 相 比 之 下 ,x 在 圣经 中 
的 值 正好 是 3, 这 一 点 在 4 列 王 记 》 之 一 vii 23 中 
的 一 篇 韵文 中 得 到 了 清楚 的 表示 :而 且 他 造 了 
一 个 熔化 的 大海 ,从 一 边 到 另 一 边 为 十 库 比 特 ， 
而 他 的 身高 为 五 库 比 特 ; 三 十 库 比 特 的 一 条 直 
线 肯 定 能 把 它 环绕 起 来 . “所 以 ,圣经 中 该 值 的 
误差 超过 了 x 的 真 值 的 4.5%. 

古代 对 z 的 所 有 估计 基本 上 都 是 以 观察 
或 实验 为 根据 的 一 一 这 种 估计 基于 对 一 个 图 的 
周 长 和 直径 的 实际 测量 . 希腊 人 首先 提出 了 一 
种 能 够 借助 数学 过 程 页 不 是 通过 测量 的 、 能 够 
把 x 的 值 精确 到 任意 精度 的 方法 . 这 种 方法 的 
发 明 者 就 是 叙 拉 古 的 阿 基 米 德 (的 公元 前 
287 - 212 年 ) ,他 是 一 位 因 发 现 阿 基 米 德 原理 和 
机 械 杠杆 定律 而 获得 不 朽 声誉 的 伟大 科学 家 . 
他 的 方法 是 以 一 种 简单 的 观察 为 基础 的 ， 画 出 
一 个 辕 ， 然 后 用 一 系列 边 数 越 来 越 多 的 正 多 边 
形 外 切 该 图 . (在 正 多 边 形 中 ,所 有 的 边 和 角 都 
相等 . ) 每 个 多 边 形 的 周 长 略 微 大 于 圆 的 周 长 ; 
然而 , 随 着 我 们 不 断 增加 边 的 数 自 , 相 应 的 多 边 
形 会 越 来 越 紧密 地 把 该 圆 围 起 来 (图 1. 2). 这 
样 一 来 ,如 果 我 们 能 够 得 到 这 些 多 边 形 的 周 长 ， 
并 用 圆 的 直径 除 这 些 周 长 ， 那 么 我 和 们 便 可 相当 
ЖН n. 阿 基 米 德 按照 这 种 方法 使 用 了 
具有 6, 12, 24, 48 和 96 条 边 的 多 边 形 , 他 能 够 
用 已 知 方法 计算 出 它们 的 周 长 . 对 96 ZDE, 他 


Firg [УКЕ] 


п 边 形 a ЛЕ 


3 2.59808 5.19615 
б 3.00000 3.46110 
12 3.10583 3.21539 
24 3.13261 3.15966 
38 3.13935 3.14609 
96 3.14103 3.1427 


192 3.14145 3.14187 
一 一- 一 


使 用 不 同 的 内 接 和 外 切 
SN em s 的 近 拟 
E. 表示 在 每 种 情况 
TF35 65% Н. 


m = 3. 1415926535 
8979323846 
2643383279 
5028841971 
6939937510 
5820974944 
5923078164 
0628620899 
8628034825 
3421170679 


近似 到 小 数 点 后 100 位 
的 的 近似 值 . 


得 到 的 я 值 为 3. 14271 { 这 非常 接近 于 学 校 中 
通常 使 用 的 近似 秆 227 7). 然后 他 用 从 内 部 接 
fbr BO xXx (SES UE). 重复 了 相同 的 方 
法 ， 得 到 的 值 略 小 于 真 值 . 还 是 借助 96 DE, 
阿 基 米 德 求 得 该 值 为 3. 14103 ,或 者 说 非常 接近 


T 33 .由 于 实际 的 圆 是 “ 挤 在 ”内 接 和 外 切 


多 边 形 之 间 的 , 所 以 的 真 值 一 定 在 这 些 值 之 
(8185 SC 4- Hb 7T . 

在 这 里 ， 我 们 不 要 误 以 为 阿 基 米 德 的 方法 
得 到 的 对 < 的 估 值 远 远 好 于 在 他 以 前 得 到 的 
任何 值 . 但 是 这 种 方法 的 真正 创新 不 是 这 个 得 
到 改进 的 值 ， 而 在 于 这 种 方法 使 我 们 能 够 把 < 
近似 到 所 希望 的 企 行 精度 ， 只 需 使 用 边 数 越 来 
Ж Ж ЖЛЕ. 从 原理 上 讲 ， 这 种 方法 可 以 产 
生 的 精确 度 是 没有 极限 的 一 一 尽管 从 实用 目的 
(例如 工程 应 用 } 来 讲 ， 上 述 值 已 足够 精确 了 . 
在 现代 语言 中 , 我 们 说 x 是 随 着 多 边 形 边 的 数 
虽 朝 着 无 穷 大 的 方向 不 断 增 加 时 ， 从 这 些 多 边 
形 推导 出 来 的 值 的 极限 . 当然 ， 阿 基 米 德 没有 
明 铺 地 提 到 极限 这 一 概念 一 -这 样 做 需要 使 用 
代数 语言 一 一 直到 两 千年 之 后 ， 这 一 概念 才 成 
为 微 积 分 学 得 以 创立 的 基石 . 
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рт AEA RAA REA AEA RAA REA AA ыйл йы АУ кл au u + а= ын ыы ыл тыл са i Tha Dd 


mime үйр pt Dy 001) ттт Tm ree 


零 ,一 ， 无 穷 大 


M EY RAD ZOLL JO) сеф маце Эз neg 


充满 活力 的 神 О Edd, 
超越 的 时 间 和 永恒 的 所 在 . 一 的 生 
春 , 整 体 中 的 唯一 ,唯一 性 有 着 不 可 
测 的 神秘 . 
— 4 Ë — ft 36 JE IK & 
HERRIETA i 
шр rE id 


Ят Ай ЖО Жл Х,У ЖЕЙ ЛЗ “A 
也 没有 ”和 “很 多 "的 同义词 . 无 休止 的 分 割 
会 产生 零 这 一 观念 是 十 分 善 记 的 ， 而 且 人 们 
在 很 多 旧 课 本 中 仍 可 发 现 方程 

i 


. I 
$77 和 279. 


然而 .除了 我 们 将 要 罕 第 12 章 讨论 的 一 
种 特殊 情况 之 外 .这 种 方程 是 将 无 意义 的 ， 
零 是 一 个 数 ， FRIM ANER- 一 样 是 一 个 
Ж (Rn T 8 EE RE ff Д Ф). 
m AWAS AMS, + EB Ek K 
"ns PEELA BË ДЕ Sk E E El XX L 

与 实数 联系 起 来 ， 


| 


сор une on Rana anl Me К аө ачр iP ile ann HP nan anl an УЛ p... P.P... fp... 


— $ — 


Cr 
£ (英文 ею) 这 个 词 来 源 于 印度 语 
sunya, 意思 是 “ 空 的 "或 “空白 的 "; ED E АЕ ¿ 
在 公元 9 世纪 就 用 它 来 表示 他 们 的 位 置 记 数 ! 
法 中 的 空缺 位 置 ， Н ЖЕ АЛ ТАК 
如 12 和 102. 当 阿 拉 伯 人 把 印度 计数 系统 引 
欧洲 时 ，sunya 被 翻译 成 阿拉 伯 语 的 as – 
$i， 后 来 又 被 译 成 了 拉丁 语 zephirum. 然后 
它 又 变 成 了 意大利 语 zeuero, 这 只 是 向 我 们 
的 现代 的 霍 又 远 进 了 一 步 . 符号 0 最 早出 现 
在 公元 870 年 的 印度 欧文 中 . 

实际 上 ,符号 0 在 数学 Ar. in 

在 实数 直线 上 ，0 不 仅 代 表 数 字 o, 
代表 SERAXÁBX A NAA 
动 的 起 点 .在 平面 中 ，0 表示 坐标 系 的 原点 ， 
该 点 坐标 为 《 0, 0 )， 一 个 没有 任何 元 素 的 
集合 空 集 或 霍 业 一 一 用 希腊 字母 $( phi) 
UR, ER S A HE E % о. EI 


PES 


` 


anle Meere hu puhu n aT e a a a IG 


ну |. ФА pax ЖЕ ERA. 减 、 
QI kai kiku AEN. 


fiu, 如 果 4 是 矩阵 | 2 0 .1 °]. B 


B Ж 

7 3 
#w[ 1, $) m¿ A+ B 就 是 通过 
# 


把 4 fu B b o dl S лт, Ж H u m (S #| b) ¿h 
9 £6 11 

[ ° -4 ы). PTH BJ S fÉ Ж} ЛЕ ЖЕ ШЕ ME v] 

T AB HERI ORR. 它 有 着 数 吕 的 很 多 特性 ， Я; 
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| 
| 
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Яп, А+ О= А. НЕЛЕ TI SSH, 
Жр ВЫНА Sp a Мп e Уу pom S 
无 论 在 什么 情况 下 ， 用 零 作 除数 都 是 没 
有 意义 的 . 这 是 因为 ， 假设 我 们 试图 用 5 除 
EA 0, f UE E xiii x 25/0. ME X EM, 
数 x &Я Ж UE MFE 0 x=5( 正 像 方 程 
6/2=3#2.3-6 是 等 价 的 一 样 ). 然而 ， 
0 x 总 是 等 于 0,， 这 就 产生 了 一 个 功课 的 结 
A025. 所 以 ,无 论 x 是 什么 数 ,都 无 法 满足 
Ж х=5/0. fB K ОКИ 0 X E Z HE? 再 
Ë х= 0/0, 0: x 20. 这样 一 来 ,* 的 每 个 
数 均 满足 这 个 方程 ， 结 果 我 们 无 法 得 到 一 个 
JAEN AEA. ( 当 你 试图 用 一 个 大 
} 阵 “ 除 以 ” 零 矩 阵 时 也 会 出 现 类 似 的 混乱 、) 
} 两 种 情况 中 的 任何 一 种 在 数学 上 都 无 法 接 
| #-ваяжктяни ERRANEN. 
: 尽管 170 之 类 的 式 子 没有 意义 , 但 是 当 
i 我 们 使 用 越 来 越 小 的 除数 去 除 一 个 数 (例如 
届时 ,其 结果 将 变 得 越 来 越 大 ,这 一 点 倒是 千 
p F ВЧ. 我 们 说 当 x BAT (始终 取 正 
COLE х 的 极限 是 无 穷 大 , 这 只 是 以 另 一 
AARNA S x m О, Ix 无 限 地 
? X. 方程 lim 1⁄x = 四 是 对 这 种 情况 的 简 


符号 0 已 经 使 用 了 一 千 多 年 , 无穷 大 符 
? 号 % 则 是 距 今 更 近 的 时 代 才 产生 的 . 英国 数学 
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图 2 RANEE 
的 无 限 远 符号 . Ж 
美能 达 公 司 许可 . 
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TE ES Dí. Hahn 的 
商标 ， 经 允许 转载 白 Yusaka 
Kamekurat ij E rib -- 
书 [纽约 Dover Publications 
1 1980 p HEAR. 
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ЖЕРШ + 活 利 斯 (1616- 1703) F 1655 & Í 


次 使 用 这 个 符号 ; 约翰 沃 利 斯 还 是 一 位 十 
典 学 者 ， 因 而 这 个 符号 很 有 可 能 取 自 表示 一 
亿 的 罗 笛 数码 (图 1). 


图 1 表示 一 亿 的 罗马 数字 出 一 个 放 在 框 内 的 无 穷 大 符 主 
号 m 梅 成 ， 来自 于 公元 36 ЕИ. 经 斌 延 根 Vanden- 
hoeck 和 Huprech 允许， 摘自 Karl Menninger 的 《 数 讨 和 数 š 
字符 此 人 
出 版 1 . 
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Ж O fu * % X dE NE EG 
可 少 的 ,但 是 如 果 没 有 第 三 个 元 素 一 一 数 上 
它们 的 作用 是 不 完全 的 ， 在 数学 上 ， 该 数 是 
生成 元 ， 所 有 的 正 整数 都 是 通过 它 的 连 加 而 
形成 的 : 2=1+1,3=2+1,4=3+1, 4#. 
( 负 整 数 亦 可 通过 连 减 以 类 似 方式 得 到 ，) 在 
几何 学 方面 , 符号 0, 1 和 m 在 实数 直线 上 都 
各 有 奇特 的 作用 :0 代表 起 点 ，] 是 我 们 使 用 
的 标 度 【 即 单位 的 大 小 )， 而 om 则 代表 该 直线 
的 完全 性 一 一 事实 上 它 包括 所 有 的 实数 . 
数字 “1” 常常 被 赋予 哲学 的 ， 甚 至 是 神 
的 特性 ; 在 大 多 数 宗教 中 ， 它 象征 着 上 帝 的 
独一无二 ， 而 且 就 这 一 点 而 言 ， 它 等 同 于 无 
穷 大 ， 即 造物 主 的 全 能 ， 亚 里 士 多 德 拒绝 把 { 
è 


ds Rae HR nS n prar, LE PE neni e eS n TR 
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“了 看 作 一 个 数 ， 因 为 它 是 所 有 数 的 生成 元 ， 
而 它 自己 则 无 法 生成 . 直到 中 世纪 还 有 很 多 
思想 家 持 有 这 种 观点 ， 但 这 种 解释 显然 与 数 
学 的 关系 不 大 . 

另 一 方面 ， 我 们 在 高 等 数学 中 经 常 碰 到 
所 谓 的 “不 定式 "， 诸 如 吕 / o 的 式 子 , 这 种 
式 子 没 有 预先 指定 的 值 ， 它 只 能 使 用 一 个 航 
限 过 程 得 到 赋值 .例如 , 考虑 表达 式 (2x+ 1)/ 
(x 一 1). 随 着 zx 趋向 元 限 大 , 分 子 和 分 母 都 无 限 
地 增 大 ， 然而 其 比率 接近 于 视 限 2 E lim 


(25+ 1) /(x-1) 22. m, Im E ооо = 
2， 那 就 完全 错 了 ; FXL, iR dup E Ea X 
(25; + D&r- 1), 那么 其 极限 应 该 是 273. 

B-A TEER Zo- оо. ANTEE 
想 说 我 们 应 该 使 o — w =0， 因 为 任何 数 减 去 其 
自己 都 得 0. 然而 , ARF x- leor x? р 
以 看 出 这 是 错误 的 , 这 里 cosx 是 三 角 学 中 定义 
的 余弦 函数 , 随 着 x 一 0,494mq TX 
X. 然而 , 经 过 一 些 努 力 仍 可 看 出 , 整个 式 子 趋 
向 于 极限 172， B lim [1/х°— (совх)/х1] = 172. 
粗略 地 说 ， 在 每 一 个 不 定形 式 中 ， 总 有 两 个 量 
在 “斗争 "， 一 个 倾向 于 使 式 子 在 数字 方面 变 大 ， 
另 一 个 倾向 于 使 它 变 小 . 最终 结果 要 视 所 涉及 
的 精确 的 被 限 过 程 而 定 . 数学 中 最 常 遇 到 的 七 
个 “不 定形 式 " X 0/0, оло, о + 0), 15 (0 o° 
fuo — c. 


图 4 一 校 名 为 “时 间 与 
水怪 "的 珊 士 邮票 上 的 无 
FKS. 经 瑞士 PIT 
LET. 


жижа ЛЖ, TE 
X—3*4— 2 ГЕВ, REBASA 
一 事件 的 无 限期 的 重复 . 

一 一 享 利 . m (1854 - 1912) 


像 大 多 数 其 他 学 科 一 样 ， 欧 洲 的 数学 在 漫 
长 而 黑暗 的 中 世纪 实际 上 也 停滞 不 前 . 直到 16 
世纪 ,作为 一 个 科学 问题 曾 被 遗忘 T Jes ER, T 
ЕЕ РТА ВУ АЕ, TRATEN. 
有 待 研究 的 首 批 问题 之 一 , 仍然 是 求 x 的 近似 
值 . 其 结果 是 一 个 不 寻常 的 公式 . 甚至 在 今 
天 ,这 个 公式 的 优美 也 会 令 我 们 赞叹 不 已 : 
2 v2 N24 2 eeu A. 

52 2 2 


T 


iX Е Н Е ЗЕ а E 
维 埃 特 (1540 -~ 1603) 于 1593 年 发 现 的 ; 它 表明 
仅仅 借助 数字 2, 通过 一 系列 的 加 、 乘 、 除 和 开 
平方 ( 即 中 学 数学 的 初等 运算 ) 便 可 算出 x 值 . 
然而 该 公式 的 最 重要 特征 却 是 它 末 尾 的 省 晓 
Э, 它 告 诉 我 们 继续 再 继续 , …… 直至 无 穷 大 ， 
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有 明确 地 把 一 个 无 穷 大 的 过 程 表 示 成 一 个 数学 公 
式 , 这 还 是 首次 ,而且 它 还 预示 着 一 个 新 时 代 的 
JF. XS KB RGB). m Eu. 
T EE 5 ACETATE FE RTT S HE АПАЕ ЖЕН AS 
AAKRE 646 485 , 它 现在 可 以 进入 数学 著 
作 之 中 ,因此 被 数学 王国 合法 地 接受 了 . 

紧 接着 是 其 他 一 些 需要 无 限 运 用 基本 算术 
运算 的 公式 ， 这 些 公 式 与 维 埃 特 的 公式 相 比 不 
那么 著名 . 其 中 的 一 个 公式 是 由 英国 数学 家 约 
$8 - 活 利 斯 (1616- 1703) 于 1650 年 发 现 的 , 这 
又 是 一 个 涉及 到 r 的 公式 : 

x= 2-2-4:-4:-6:6: --- 

2 = 1-3: 3-5: 57: 
(附带 说 一 句 , 正 是 沃 利 斯 提出 用 % 表 示 无 穷 
K.) 1671 F. ЛИ + 格雷 区 里 
(1638— 1675) 发 现 了 另 一 个 涉及 到 z 的 公式 ， 
这 是 一 个 无 穷 级 数 : 

т 1 1 1 1 

4 1 37585 了 
GTRS БАЕФ НИ з Л SER X, 
TRADE QUO. 威廉 ЗЕЗП 2 25 F 1674 年 独自 发 
更 ， 所 以 有 时 把 这 个 级 数 称 为 格雷 区 里 - edu 
ЮЕ. ) 我 们 在 以 后 的 章节 中 还 将 提 到 这 
个 级 数 和 其 他 的 级 数 . 

这 些 公式 的 实质 是 ， 随 着 对 越 来 越 多 的 项 
进行 计算 , 我 们 可 以 把 x 值 精确 到 我 们 所 希望 
的 任何 数位 一 一 至 少康 则 上 如 此 . 我 们 今天 各 
道 , Жл 的 特性 正 是 在 于 我 们 永远 也 找 不 到 它 


69 "5810" 值 , 因为 这 将 需要 无 穷 多 个 数字 . GQ ` 


然 ， 现代 计算 机 已 经 把 它 的 值 计算 到 小 数 点 后 
几 百 方位 ; 这 当然 是 一 个 从 实际 观点 看 毫 无 用 
处 的 过 程 ， 然 而 它 却 具 有 某 种 理论 意义 . 
因为 它 使 我 们 能 够 在 十 进 制 展开 式 中 研究 数字 
的 统计 人 分布， 并且 寻找 任何 可 能 的 模型 一 4n 
果 存 在 这 种 模型 的 话 (至 今 为 止 尚未 发 现 有 这 
种 模型 }， r 和 e{ 自 然 对 数 的 底 ， 其 近似 值 为 
2. 71828) 属于 数学 家 称 为 超越 孝 的 一 类 特殊 的 
数 “ 超 越 数 " 这 个 词 尽管 有 其 神秘 色彩 , 然 
而 在 数学 上 它 却 具有 非常 精确 的 意 关 了 7 的 
超越 性 直到 1882 年 才 得 到 证 明 , 并 由 此 结束 
了 对 这 个 奇特 的 数 的 性 质 的 长 达 近 4000 年 的 
探索 研究 . 

在 取得 了 这 些 进 展 的 间 时 ， 无 穷 大 也 经 历 
了 另 一 种 复兴 . WAPATE, PEKER r 的 近 
似 值 的 方法 非常 接近 于 我 们 的 现代 微 积分 . Ж 
而 这 只 是 他 在 数学 上 所 作 和 贡献 中 的 一 个 . 他 对 
找到 各 种 平面 图 形 和 立体 的 面积 和 体积 尤其 感 ti 
兴趣 ， 而 且 是 第 一 个 找到 抛物 线 一 一 在 没有 空 
气 阻力 的 情况 下 飞行 着 的 抛射 体 走 过 的 曲线 
{图 2. 1) 一 一 之 下 面积 的 第 一 个 人 . 他 是 使 用 
“穷竭 法 ”做 到 这 一 点 的 , 就 是 使 用 一 系列 可 被 
求 出 面积 { 或 体积 ) 的 小 部 分 逼近 一 个 图 形 OR 


图 2.1 ЕТА. 


DT MRH TRE-TRE (MERMERE 
TARH МЕ. RITARA. (ins. 253, 
v 2 和 2+ / 3 都 是 代数 数 ， 因 为 它们 分 别 是 方程 x - s= 
0. 3r +2=0.x -220 x 4x 120 RE, 不 是 代数 数 的 
数 叫 超越 数 ; 也 绩 是 说 ,超越 数 下 是 任何 代数 方程 的 解 


立体 ), 然后 把 它们 加 起 来 以 获得 所 求 的 量 
(图 2. 2). 这 种 方法 隐 伟 的 观念 , 是 使 这 些 “ 基 
本 的 "部 分 越 来 越 小 ,并 以 此 使 这 些 部 分 根据 需 
要 与 图 形 越 来 越 紧密 地 吻合 起 米 . 这 样 便 不 知 
不 觉 涉及 到 了 一 个 无 穷 过 程 ， 但 是 阿 基 米 德 却 
小 心地 回避 直接 谈论 这 个 问题 . 在 47 世纪 上 
半 叶 ,人 们 又 重新 对 这 种 方法 产生 了 兴趣 ,这 无 
疑 是 受到 了 天 文学 中 新 发 现 的 影响 ， 因 为 天 文 w 
Se BBT RUSSE (EW аа авли LACK кшн MIU о 
阳 运 转 . 但 是 ， 微 积分 的 现代 先驱 们 对 十 希腊 
人 的 严格 标准 失去 了 耐心; 出 于 科学 和 工程 中 
的 应 用 的 迫切 需要 ， 人 们 使 用 了 对 他 们 有 用 的 
阿 基 米 德 方法 ， 同 时 回避 了 其 学 究 式 的 精细 ， 
于 是 ,一 种 粗糙 的 ,已 经 丝毫 没有 希腊 方法 之 优 
雅 的 新 玩意 儿 出 现 了 ,但 它 看 来 却 拉 管用 并 且 
产生 了 结果 一 一 “不 可 分 量 方 法 ”了 ， 由 于 使 用 
ТЭХ А, ШНА (1564 - 1642). 、 开 普 勤 
(1571 — 1630) IBS S RE Ж du + ЕЕ 
(1598 — 1647) 发 现 了 普通 几何 学 中 各 种 图 形 和 
立体 的 好 多 特性 ， 以 及 这 些 特 性 在 力学 和 光学 
中 的 大 量 应 用 . 尤其 是 卡 瓦 列 里 ， 他 是 促进 不 
可 分 量 方法 发 展 的 推动 力量 . 他 于 1635 年 出 
版 了 《不 可 分 量 几 何 学 》 一 书 . 这 些 科学 家 在 使 
用 “不 可 分 量 " 并 和 且 把 它们 看 作 是 面积 或 体积 的 


^ 


O ЭРАЛИ АВО 3 SONA T. FEE 
仪 取决 于 有 限量 虽然 其 尺 度 在 不 断 缩小 ] . MEA k 
把 -个 形状 春 作 是 由 汛 寄 包 个 元 素 组 成 的 ， 而 入 每 个 元 如 者 
是 充 限 小 的 、 尽 迁 穷 刚 法 其 有 坚实 的 数学 基础 ,然而 这 两 种 方 
法 静 隐 眶 了 村 概 俱 过 和 保 的 使 用. 者 没有 明确 地 域 认 这 一点， 


图 2.3 ТАИ, 
不 可 分 其 法 


“原子 ”的 过 程 中 , 又 向 我 们 的 现代 积分 学 近 进 
了 一 步 . (这 种 方法 的 一 个 实例 如 图 2.3 所 示 . ) 

17 ta FER, ERAT PEN" EUREN 
+ (1642 — 1727) fü 45 46 tB 08 - 威廉 . 莱 布 尼 
z£ (1646- 1716) ， 无 穷 大 才 取 得 了 迄今 为 止 最 
大 的 胜利 ， 这 是 因为 无 穷 大 是 他 们 最 新 发 明 的 
微 积分 学 中 的 一 个 关键 要 素 , 这 个 学 科 总 体 上 
是 围绕 着 无 限 小 的 数 ( 即 后 来 为 众人 所 知 的 无 
穿 小 展开 思考 的 . 这 些 异 想 天 开 的 东西 (EDAX 
穷 小 } 引起 了 许多 争论 . 它们 是 有 限量 吗 ? 如 果 
是 的 话 ,那么 为 什么 不 把 它们 看 成 寻常 的 .现实 
的 数 呢 ?抑或 它们 是 实际 上 等 于 零 的 消逝 的 量 ? 
那么 原先 为 什么 要 使 用 它们 呢 ? 英国 哲学 家 和 
神学 家 乔治 . 贝克 芋 主 教 (1685 — 1753) RER 
了 当地 表示 了 这 些 疑 问 . 他 在 1734 年 发 表 了 
一 篇 名 为 《分 析 学 家 ,或 对 一 个 不 信 神 的 数学 家 
的 劲 告 》 的 讽刺 文章 ,他 在 该 文中 从 各 种 角度 
(BAZAR) 对 这 种 新 的 运算 进行 了 攻击 ， 
并 且 对 其 基础 本 身 进行 了 嘲弄 . 在 说 到 无 穷 小 
时 ,他 写 道 : 


它们 跷 不 是 青 限 的 量 ， 又 不 是 无 
穷 小 的 量 ， 更 不 是 一 无 所 有 ,难道 我 
A01 Et de." AAR 29 T 3 66 3E 65 s s? 


中” 这 个 异 教徒 就 是 英国 天 文学 家 埃 德 蔡 - 哈雷 (1656 - 
1742) ,他 因为 研究 以 他 的 名 字 命 名 的 在 星 而 人 所 共 知 ,而 且 他 
还 是 一 位 有 者 极 高 二 能 的 数学 家 . 他 帮助 牛顿 出 版 了 他 的 主 
要 著作 《自然 哲学 之 数学 原理 ?11687) 一 书 . 


int 


昌 然 如 此 ， 这 种 新 的 微 积 分 方法 仍 可 以 迅 
BRRR .物理 和 天 文学 中 的 很 多 问题 ,而且 
就 此 而 言 , 解决 起 来 非常 有 效 , 这 仍然 是 事实 . 
所 以 就 产生 了 这 种 情况 : 刚 开 始 时 被 “纯粹 ” 数 
学 家 作为 不 止 确 推理 的 私生子 而 道 到 强烈 批判 
的 东西 ,很 快 就 变 得 会 法 化 , 而 且 被 季 们 的 “应 
用 领域 "的 同行 (物理 学 家 天 文学 家 和 工程 师 
fD P ЕН. 这 个 奇特 事件 的 全 部 故事 ,还 有 
与 之 相伴 的 个 人 事件 太 凶 太 上 长， 这 里 无 法 详尽 
讲述 . (牛顿 和 莱 布 尼 兹 相互 独立 地 并 且 从 多 
少 有 些 不 同 的 角度 获得 了 他 们 的 发 现 ， 因 而 引 | 
发 了 一 场 激烈 的 优先 权 争 论 . 这 些 争 论 不 是 没 
有 一 些 政治 色彩 的 ， 因 为 这 涉及 到 他 们 各 自 的 
国家 一 一 英国 和 德国 的 声望 . ) 这 里 只 需 说 明 ， 
我 们 现在 的 科学 技术 知识 中 的 绝 大 部 分 ， 如 果 
设 有 微 积 分 将 是 不 可 想象 的 ,而 且 , 微 积 分 同样 
也 为 一 个 广阔 的 .富有 成 果 的 数学 分 支 ( 即 大 家 
FFARR 3f 2r) TRE T 3B RR ,这 个 学 科 实 际 
上 包括 涉及 到 连续 性 、 变 化 以 及 无 穷 大 的 每 一 

[13] 样 东 西 . 
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大 数 和 小 数 


Ate d Hoe, Si 
像 天 空中 的 星星 和 海滩 的 沙 粒 那样 . 
一 一 《人 创世纪 和 22:17 


外 行 一 一 万 其 是 孩子 们 一 一 总 是 被 大 数 
所 吸引 . 然而 ,对 于 数学 家 来 说 ,大 数 并 没有 
特殊 的 意义 ; 事实 上 ,两 个 最 重要 的 常数 x 
和 ee 都 有 很 “普通 ”的 值 (分别 约 为 3.14 和 
2.72), 物理 学 的 基本 常数 总 县 有 非常 大 或 非 
党 小 的 值 { 倒 如 ， 光 的 速度 为 3x 10" 厘 米 / 
秒 , 电 子 的 质 景 是 9.1x 10 78, B 
B 6.6 x10 7E Ж). 但 是 之 所 以 这 样 ， 
正 是 因为 这 些 常 数 都 是 以 我 们 使 用 的 普通 计 
攻 单 位 表示 的 ， 而 普通 的 计量 单位 又 是 从 地 
球 的 尺度 推导 出 的 . (im, — E K E Mh th ge 
Ж WT 422, AE- 3 E Ж 
的 水 在 零度 时 的 质量 ， 一 秒 是 一 个 太阳 日 长 
度 的 86 400 2-27 — . 如 果 我 们 当初 使 用 的 是 
其 他 单位 一 比如 宇宙 的 已 知 半径 或 者 宇宙 
创始 以 来 的 时 间 一 一 那么 基本 常数 一 定 会 有 
截然 不 同 的 数值 . 

为 了 便于 书写 非常 太 或 非常 小 的 数 ， 科 
学 家 使 用 了 所 谓 的 “科学 记 数 法 ”, 这 种 方法 | 
使 用 了 10 的 乘 方 , 例如 1000000(— 8 7) $ 


^or Roe aoa a e n Mae ae a Ce n CTI ы eta e Pe ae a MP о ыа Аку ОЕ каллы ЛК к Л аЛ АР УАК К, ыы ЁН 
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i 写作 106, 1000000 000( 十 亿 ) 写 作 10* 等 等 ， 
$ 非常 小 的 数 采 人 负 指 数 书写 ; 0.000 001( 一 百 万 
分 之 一 ) 突 作 10^75,0.000 000 001( 十 亿 分 之 一 】 
写作 107°, $4. 123000 写作 1.23х 10°, m 
0.00123 写作 1.23 x 10 7. 

非常 太 的 数 常常 出 现在 涉及 组 合 和 排列 的 
问题 中 , 例如 有 1x2x3=6 种 不 同方 法 , 把 三 
个 物体 排 成 一 列 (АВС, ВСА, САВ, АСВ, ВАС 
和 СВА). 对 于 四 个 物体 , 有 1x2x3x4=24 
种 不 同 的 方法 ; 而 且 一 般 来 讨 ， п 
体 , 有 1x2x3x…xn 种 不 同 的 方法 . 这 个 数 
ш “n 的 阶乘 ", 写作 nl. CAA n 的 增加 而 迅 
速 增长 ， 如 表 1 BUR . 在 著名 的 魔方 中 ,排列 
它 的 六 个 面 的 不 同方 法 共有 43 252 003 274 489 
856 000 种 ,或 者 说 约 为 4x 10" 种 , 这 个 数字 要 
远 远大 于 一 些 魔方 制造 商 吹 叭 的 “30 亿 种 组 
"1 

古人 以 一 种 神秘 的 方式 尊重 大 数 ， 因 为 对 
他 们 来 说 大 数 象 征 着 权力 与 多 产 . 所 以 上 帝 为 
TERREA: MEERLE, 数 一 数 星星 的 
数量 ， 如 果 你 能 够 数 得 过 来 .…… 你 的 后 代 就 会 
有 那么 多 . ”(《 创 世纪 》15 : 5). 然后 他 继续 说 
ig PRESE "E 1E] SE B BERE (Abram) 了 ,你 的 
A F Bi РЧ ЧЕ (libr F (Abraham); 因为 我 要 使 你 
BUS R SEXngpeA. "(Q6 ]mym: 5, 这 
个 "bh" 来 自 希 伯 来 语 表 示众 多 的 单词 ha топ.) 
具有 讽刺 意味 的 是 ,夜空 中 的 星 蛙 不 是 像 人 人 们 
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#1 пову 


n! 


= 


6 227 (20 800 
87 178 291 200 


i 
: 
{ 
y 
| 

1 307 674 368 000 

20 922 789 888 000 

355 687 428 006 000 

6 402 373 705 728 000 

121 645 100 408 832 000 

2 432 902 008 176 640 000 

51 090 942 171 709 440 000 

1 124 000 727 777 607 680 000 i 

25 852 016 738 892 566 840 000 

620 448 401 733 421 599 360 000 x 

A 


15 511 210 043 335 539 984 000 000 

403 291 461 126 724 039 584 000 000 

10 888 869 450 421 549 068 768 000 000 

304 888 344 611 803 373 925 504 000 000 

8 841 761 993 742 297 843 839 616 000 000 
265 252 859 812 268 935 315 188 480 000 000 
8.15915 x 107 (3t fh) 

3.04141 x 105* (25 4 Bb) 


8.32099 x 10 (35 4038 ) 
1.19786 x 10 99( zt 4 3k ) 
7.15695 x 10 5 (35 th H) 


1.48572 x 10 ( 近世 地 ) 
100 9. 33262 x ЦУ?! (ЁШ АЫ ) 
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; 想象 得 那样 数 不 过 来 . 在 理想 的 条 件 下 ， 无 论 
; 从 地 球 上 的 任何 一 个 给 定点 ， 也 无 论 在 什么 给 
; 定 的 时 间 ， 人 的 肉眼 能 够 看 到 的 星星 仅 有 2800 
; Ж. 海滩 上 的 沙 粒 更 适合 于 象征 众多 ,然而 阿 
` 基 米 德 在 他 的 《 数 沙 者 》-- 文 中 证 明 ,甚至 是 如 
} 此 之 大 的 数目 也 是 可 以 数 过 来 的 : 


ч рь w 


Gelon 王 ， 很 多 人 确信 沙 粒 是 无 
数 的 . 另 一 些 人 认为 ， 尽 管 沙 粒 的 教 
目 不 是 无 限 的 ， 但 是 人 人 们 无 法 指出 一 
个 比 小粒 数目 更 大 的 数 , 但 是 我 试图 
向 您 证 明 ,在 我 已 经 说 出 的 数字 中 ,有 
一 些 数 的 大 小 超过 了 比 地 球 ， 其 至 比 
字 窗 还 大 的 一 堆 沙 子 的 沙 粒 教 目 . 


站 а 


在 十 进 制 术语 之 外 的 一 个 具有 独立 名 称 的 
最 大 数 是 佛教 的 asankhyeya, 等 于 10/9. 西方 忆 
ЕНА АЖЕ У, А (Goog), 
10“， 这 个 名 字 是 由 美国 数学 家 爱德华 :卡其 
纳 说 得 更 确切 些 是 由 他 九 岁 的 侄子 一 -一 给 
起 的 . 卡 斯 纳 曾 要 季 为 一 个 非常 太 的 数 发 明 一 
TET. 10 fd X TOR Ad 4 X Rt X Ў, 
斯 (Googolplex); 1 5 UR УЛ] Ж. yz RE 
大 的 数 纯粹 是 智力 上 的 创 庄 ， 而 和 且 如 果 在 某 个 
地 方 使 用 过 的 话 ， 那 也 十 分 稀少 ,比方 说 , 整个 
字 宙 中 的 总 原子 数据 估计 “ 仅 有 ”108% 个 比 
Г 一 个 二 加 尔 要 小 得 多 . 
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尽 营 这 些 数 很 大 ， 但 它们 与 无 窃 大 并 无 

: 关系 . 事实 上 ， 无 穷 大 距 古 总 尔 与 距 № 

: ж. 如 果 一 个 变量 能 变 得 大 于 任何 有 限 

i ВДА ЖИЕН EX. REG CHGUCTOEG 

: K. 由 此 可 见 , 无 穷 大 根本 不 是 一 个 数 ,而 是 

Н 个 概念 [16] 
= 


Е 


当 第 一 个 量 以 比 人 们 能 起 出 的 性 
Гён di 4558 3E B E bi E — 4 
fh, Z F Ri ЛИЕ. 

— F- 35 + XL КД 
(1717 - 1783) 


ШАБО РОЛУ НИ АЕ BS IE 
十 分 重要 . 由 于 有 了 这 两 个 概念 ， 大 们 才 有 可 
能 最 终 解决 使 芝 诺 十 分 感 兴趣 的 古老 的 无 穷 大 
悖 论 问题 . 例如 ， 跑 步 者 迟 论 可 通过 如 下 的 观 
察 加 以 解释 : 首先 跑步 者 跑 完 起 点 与 终点 间距 
离 的 一 半 ， 然 后 再 跑 剩余 芹 离 的 一 半 ， 依 此 类 
推 ,他 将 跑 完 的 总 距离 与 下 列 和 式 相 等 : 

1 1 1 

> + 1 + 8 + 16 + 
这 个 无 穷 和 或 级 数 所 具有 的 特点 是 ;无 论 我 们 
把 它 的 多 少 个 项 加 在 一 起 ， 我 们 也 永远 不 会 达 
到 1, 更 别 说 超过 T; 然而, 我 们 能 使 这 个 和 
任意 地 接近 1, 只 需 加 上 足够 多 的 项 就 行 (图 
3.1)， 随 着 相 加 项 的 数目 趋 于 无 穷 大 , 我 们 说 

UV 这 个 级 数 收效 于 1, 或 者 这 个 级 数 的 极限 是 1. 


图 3.1 Ej ҮРҮ. 


现在 假定 跑步 者 保持 一 个 稳定 的 速度 ， 他 跑 完 
这 些 距离 所 用 的 时 间 间 隔 也 遵循 同一 个 级 数 ; 
这 样 一 来 ， 他 将 在 有 限 的 一 段 时 间 内 跑 完 全 部 
距离 一 一 于 是 便 解决 了 这 一 问题 了 ， 希 腊 人 拒 
绝 接 受 的 是 这 样 一 个 事实 ， 无 穷 和 能 累计 达到 
一 个 有 限 值 ,也 就 是 说 可 以 收敛 于 一 个 极限 ， 


° 
+ 


WT 


在 我 们 进一步 研究 无 穷 级 数 之 前 ， 必 须 解 
释 什 么 是 无 限 序列 或 级 数 的 极限 . 一 个 序列 仅 
仅 是 一 行 写成 el а, a;,…, av,… 的 数 ,这 里 
通常 (尽管 不 总 是 ) 有 某 种 规则 告诉 我 们 如 何 得 
到 序列 中 的 下 一 个 数 . 符号 a, 表示 我 们 序列 
中 的 “第 n ЖИ”, 或 “第 ma 个 元 ", 之 后 的 省 略 号 
提醒 我 们 (以免 我 们 忘记 ! 该 库 列 永远 不 会 到 
Ж. (研究 有 限 序列 的 极限 不 会 有 太 大 的 意思 . ) 

现在 可 能 会 出 现 这 种 情况 :; 如 果 我 们 沿 着 
一 个 给 定 序列 走 得 足够 远 ， 它 将 越 来 越 接 近 一 


Ф 尽 答 如 此 ， 蕉 至 在 今天 仍然 有 一些 人 人 反对 这 种 简单 
的 解释 , ЗЕ НЕ ЖЕКЕГЕ RRR. 很 显然 , 总 会 有 -… 
些 人 回执 地 拒绝 领悟 我 们 的 直观 “常识 " 之 外 的 任何 论证 .这 
种 人 属于 化 因为 方 的 和 人 , 相信 大 地 是 扁平 的 人 , 以 及 不 顾 所 有 
存在 的 证 据 而 抓 住 任何 机 会 否认 相对 论 的 人 ， 


HI8i 


个 有 限 数 .但 永远 不 会 达到 该 数 . 如 果 发 生 这 
种 情况 ,那个 数 就 叫 作 该 序列 的 被 限 ,而 且 我 们 
ТЙЛ FE Su) га] HR opi 4c. 例如 序列 1,172, 173, 
174,… ln ARRES. 我 们 沿 着 该 序列 
iE f ER. 它 的 项 就 变 得 越 小 ; 它 的 项 通过 
Ж, 得 永远 无 法 实际 变 成 零 ， 事实 上 ， 只 要 我 
们 愿意 , 我 们 可 以 使 这 个 序列 的 成 员 任 意 地 接 
近 零 一 一 我 们 所 要 做 的 只 是 走 得 足够 远 . 这 样 
一 来 ， 如 果 我 们 想 使 我 们 的 序列 的 成 员 小 于 千 
分 之 一 ,我们 只 需 走 到 至 少 第 一 千 项 (л = 1000) 
便 可 轻易 得 到 ， 如 果 我 们 想 使 这 些 成 员 小 于 百 
万 分 之 一 ， 我 们 必须 走 到 第 一 至 万 项 ( n = 
1 000 000); 如 果 这 还 不 够 接近 , 我 们 可 以 使 我 
们 的 项 距离 零 仅 差 十 亿 分 之 一 、 一 万 忆 分 之 一 
等 等 一 一 只 去 “ 走 得 足够 远 " 总 可 以 办 到 . 确切 
地 说 , 这 便 是 极限 概念 的 实质 : 极限 是 一 个 数 ， 
一 个 序列 可 按照 我 们 的 意愿 任意 地 接近 它 ， 但 
总 无 法 实际 到 达 该 数 ， 如 果 绘 成 图 画 , 就 意味 
着 这 个 序列 的 成 员 将 挤 到 它们 极限 入 (该 例 为 
F) 的 附近 ， 如 图 3.2 Brom. 


E Оаа а а ai 
ЖЕ {ПАЛЕ ЯК л, BU IIBER EE, 
他 们 习惯 于 使 其 陈述 简明 扼要 . 我 们 不 说 序列 
91, 42,93,77, ass МСР В 上 ,而 是 写 为 ; 


Q 我们 浴 有 包括 序 询 的 所 有 成 员 者 相等 的 . 或 是 极限 
ПОБ ES IHE HER IEEE T PERS HE URL. 当然. 
伍 意 地 把 近 极限 这 个 要 求 也 包括 这 些 情况 . 


图 3.2 Шар TARER. 


a, >L ` n — % ; 


或 换 一 种 方式 : 


lim а, = L. 
в + 


然而 ,第 二 种 记 法 中 的 等 号 需 引 起 注意 : 它 所 要 
表达 的 只 是 序列 的 极限 为 上; 它 没有 说 一 一 而 
且 也 不 能 推断 一 一 这 个 极限 实际 上 已 经 达到 . 
例如 ,对 序列 1,172,173,…,1An,… 来 说 ,其 项 
下 近 于 零 这 一 事实 应 该 写 为 当 n 一 wm 时 1/n 
一 0, 或 者 lim 17n = 0. 


极限 的 定义 使 我 们 有 相当 大 的 自由 以 精确 
的 方式 通 近 极限 . 在 上 述 例 子 中 ， 序 列 的 成 员 
从 一 个 方向 ， 即 从 上 《或 者 是 从 实数 直线 的 右 
XL) 逼近 共 极 限 (F); 也 就 是 说 , 它 的 成 员 总 是 
ACTA. 但 不 一 定 总 是 这 样 . 例如 ,在 同一 序列 里 
正 负 号 交替 出 现 :1, ~ 1/2, /3, - 1/4, 9. 这 个 
序列 的 极 跟 也 是 零 ， 但 是 此 次 这 个 序列 是 凡 一 
种 摆动 方式 从 上 和 下 { 即 从 实数 直线 的 右 和 左 ) 
交替 逼近 极限 的 (图 3.3). 收敛 没有 必要 是 “ 单 [19] 
调 的 ”( 即 每 一 个 追加 的 项 都 使 我 们 更 接近 极 
BR). 序列 2/1.1/2,3/2,2/3,47/3,374,: -BT 
PR P ‚ЕШ “ЫЕ К” УВЕ 1. 其 唯一 
要 求 就 是 可 任 意 紧 密 地 逼近 极限 . 


图 3.3 收 就 于 --- 个 概 限 : 
振动 序列 . [201 
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这 样 一 来 , [2 可 波 分 解 成 3 和 4 或 了 和 全 即 


写成 3 和 4 或 了 和 6 的 积 ) 83 4-20, 
ARE I2-3x423x2x2, Tg š — ЖОШ, 6= 
2х3, Ё 12=2хб<2х2х3, Dub, FE 
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trap mor apo йыл mon lon lom mom ios map aon kama зал aa 
了 其 顺序 之 外 ， 我 们 得 到 了 相同 的 素 因 数 . { 
这 种 称 为 算术 基本 定理 的 事实 表明 ， kasi 
"FE "канн". 它们 在 效 学 中 所 起 4 
的 作用 ， 与 化 学 元 素 在 物质 世界 所 起 的 作用 T 
— F, i 
然而 ， 有 两 个 事实 使 这 种 类 比 显得 并 不 : 
完善 . 第 一 ,与 化 学 元 素 不 同 的 是 ， ek 
HARS. 第 二 RARR MAR” AAZ] 
| 

; 

š 

t 


. 全 于 素数 的 明显 的 .有 规则 的 模式 . 


欧 几 里 得 在 公元 前 3 世纪 证 明了 第 一 个 
EX, пиж паз еши ж TERR 
少 几 个 事实 之 一 〈 附 录 中 给 出 了 他 的 证 明 ). 
第 二 个 事实 引起 了 很 多 猜测 ， 而 且 赋 予 素数 
以 某 种 神秘 的 色彩 . 人 们 已 作 了 很 多 尝试 ， 
全 国术 到 革 和 能 够 本 测 芝 个 从 ‚жже! 

一 个 素数 的 数学 表达 式 { 正 像 式 子 2" 预示 ; 
рини —#). dA X db. 所 有 这 些 
尝试 都 失败 了 . 素数 在 整 才 中 的 分 布 公平 不 
规则 ,而 且 除 了 最 初 的 几 个 整数 之 外 , 仅 靠 观 
ZEDA ( 即 没有 实际 试 着 用 较 小 的 数 除 这 | 
TO 几乎 不 可 能 说 出 它 是 不 是 一 个 素数 ，! 
然而 ,我 们 确实 知道 , 数 越 大 素数 的 平均 分 布 : 
密度 越 低 ; 也 就 是 说 , ЖЖЖИ ЖЫЙ. S 
例如 .在 1 到 100 之 间 有 25 个 素数 ;在 100 到 € 
200 之 间 有 21 个 素数 ; 在 200 到 300 z 8] # Í 
16 个 素数 , 等 等 . {然而 ,在 4000 500 2 8 6 
有 17 个 素数 ,再 次 表明 只 有 平均 分 市 才 非 党 : 
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重要 . ) 1896 年 . 人 们 在 了 解 素数 的 过 程 中 有 
了 一 个 重要 的 罕 玻 ， 当 时 雅克 ,阿达 玛 
(1865 - 1963) 和 德 - 拉 . 瓦 菜 ,. #Ж (1866- 
1962) 证 明了 申 卡 尔 ， 弗 里 德里 希 ， 高 斯 
(1777 ~ 1855) 在 几乎 是 一 个 世纪 之 前 提出 的 关 
于 素数 统计 分 布 的 狂想. 他 们 的 定理 【 即 众 所 
周知 的 素数 定理 ) 表明 : 素数 的 密度 (Em J 


aont apt RETARA REAREA RAT TAARA mom mam bn ndn or ap HOA HUE Hal ler mo b Huan mam eee mor aot bn 


图 2 1029 T. rid i) Bz 
KZ. 1608 у. 

1986 发 现 了 -个 出 大 的 
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趋 于 无 穷 大 时 赵 于 L InN( 32 E Ins EN IE E 
自然 对 数 ). 

有 和 殷 移 关于 素数 的 问题 仍 未 解决 ， 其 中 
的 一 些 问 题 表 面 上 看 很 简单 例如， 素数 有 
一 种 以 PP+2 形 式 成 对 聚集 的 趋势 : 3 和 
5, 5 fn 7, 11 fs 13, 41 和 43，101 和 103, # 
Ж. 公 们 发 现 这 种 现象 甚至 还 出 现在 非常 大 { 
的 数 之 间 :29 669 和 29 671,29 879 # 29 881. i 
一 个 未 解决 的 问题 是 这 些 “ 挛 生 素 数 ” 在 数 《 
量 上 是 有 限 的 还 是 无 限 的 . 大 多 数 数学 家 ! 
确信 有 无 限 多 的 李 生 素数 一 一 就 像素 数 本 ! 
身 一 样 一 一 但 是 证 明 这 种 猜想 的 所 有 企图 至 
今 全 部 失败 . (一 家 计算 机 软件 公司 在 1982 1 


日 是 最 这 发 现 了 一 个 更 大 的 对 子 ; 

1 159 142 985 x 10? | 
(这 两 个 数 都 有 703 个 数字 ) EA. d] 
部 在 发 现 个 别 的 素数 ; 本 书 色 将 出 版 时 (1986 { 
年 1 月) 已 知 的 最 大 素数 是 226m qoi 


` 


个 有 65050 个 数字 的 数 .该 数 是 由 威斯康星 


曾经 为 证 明 这 一 猜想 提供 了 25000 美元 | 
的 奖金 . )1963 年 所 知 的 最 大 挛 生 素数 是 } 
140 737 488 353 699 i 

和 | i 
140 737 488 353 701. : 

: 

Ë 


[231 


ox sem 


Ж жєн. dE TL HE ЁЗ] Cray 研究 公司 的 戴 维 ， 斯 
ЕТТТ ЫЕ VUE URGE 
时 发 现 的 “. 
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第 4 章 无 穷 级 数 的 魅力 


正如 有 限 中 包含 着 无 穷 级 数 ， 
而 无 限 中 呈现 极限 一 样 ; 
无 限 之 灵魂 居于 细微 之 处 ， 
而 最 紧密 地 趋 近 极 限 却 并 无 止境 . 
区 分 无 穷 大 之 中 的 细节 邻 人 豆 履 ! 
小 中 见 大 ,多 冬 伟大 的 神力 ! 
一 一 雅克 伯 努 利 (1654- 1705) 


把 一 个 序列 的 项 一 个 一 个 地 加 起 来 就 得 到 
了 一 个 级 数 . 从 有 限 序 列 ai, аз, es，…，as 我 
т 或 级 数 和 ai+ as+ a3+… + 

. 但 对 无 限 序列 ai, az, аз, а, … 来 说 ， 
ШТ. 个 问题 :我们 应 如 何 计算 它 的 和 ?不 
过 ， 我 们 能 够 把 数目 有 限 而 丰 断 增加 的 项 加 起 
来 :a ，ai+ G2, ау+ Git ау, 依 此 类 推 . 我 们 用 
这 种 方法 便 可 得 到 一 个 新 序列 ， 这 个 序列 是 原 
序列 的 部 分 和 的 序列 .例如 ,从 序列 1，172， 
173,:*, In, cB, RIRE T BEA ТАЈА SU 
l, 141/221. 5,142 1724 1/32 1. 833335, 
等 , 如 果 这 个 部 分 和 序列 收 敏 于 一 个 极限 5, 
35 2. 8 ([ 1362623 58 3C Git Got Gai „к T 


S. 为 简洁 起 见 , 我 们 还 可 以 说 “该 级 数 有 (无 
限 ) 和 和 5”， 
-- 种 特殊 的 记 法 再 次 用 来 表示 这 种 情况 : 


Git ait Has = Š; 
ойне. so. 


(TE SEARAH AATE sigma. AER “ene 
之 和 ”; 下 标 i 是 一 个 变量 , 它 的 值 从 1R)” 
RAA. ) 注意 这 些 等 式 实际 上 是 下 列 语句 的 
[25] 缩写 : 
lim (ai a+ at +а„}= S; 
或 者 ， | 
lim 之 az 5. 


可 是 我 们 如 何 能 看 出 一 个 给 定 的 级 数 有 级 
有 极限 ?而 且 如 果 有 极限 的 话 , 那 个 极限 又 是 什 
么 呢 ? 第 一 个 问题 的 答案 相对 容易 (但 是 需要 一 
些微 积分 知识 ) ;而 第 二 个 问题 一 般 没 有 现成 的 
合适 管 案 ， 

我 们 可 以 很 容易 地 看 出 一 个 级 数 什么 时 
候 不 收 敏 于 一 个 极限 : 每 当 该 级 数 的 项 变 得 越 
来 越 大 时 ， 就 会 发 生 这 种 情况 . 级 数 1+ 
2434 … 不 收效 ,这 一 点 几乎 没有 什么 令 人 了 昨 
惊 的 ， 因 为 它 的 部 分 和 的 增长 超出 所 有 边界 . 
我 们 将 一 个 不 收 敏 于 一 个 确定 和 的 级 数 称 为 
же. 

当 我 们 发 现 有 些 级 数 的 项 变 得 越 来 越 小 ， 
而 且 它 们 也 不 收 伍 时 ， 我 们 会 感到 吃惊 的 . 这 
种 情 次 的 典型 实例 是 调和 级 数 ， 这 种 级 数 是 通 


x BE 


e. 36 —- 


EHE A сиз fe E Н 93009 : 
1 

+ — + 
З 


iw]. кини Р ЕТУ. 然而 该 级 数 
r5 icis ‚ Pee nti ЕА PE ERU 12 fJ 
Rig Ks AOP LEGHE ARÉ. dae up А, 当 
nct = I TER SUE FB rr ӘХ ТОШОК, 
VL DC ЕЮ ИП ПК Sc e PA LI AS e a REF. 
调 种 线 数 的 这 种 特性 使 一 代 艾 - (CUR 
А РА К ЕНГЕННЕН БЕР PE 
Ф RA (13232 — 1382) 在 极限 概念 被 定 全 理 
BELAH A00 ER Р ШЕН РЈ СТВ В ГЈ 
邻 人 使 用 的 完全 相同 , HER PER HT Fux Tr BEBE.) 
然而 a gef ЕЛЕН E B RB Ж. ЛЕ 
н F hH 92 #т FE hal Н 26 4] ТАЕ НА 2: Es ЁШ РЕЈ 
fA. ВА РЕС ТВЕА. -eR A 会 
使 这 一 点 变 得 清楚 :如 果 我 们 把 该 级 数 的 前 -下 
项 相 如 ,其 部 分 和 精确 到 于 分 之 一 时 是 7.485; 对 
й РЛ ОТО), Е 14.357; РР Ч, 
(105) ЯЛ. £579 21, ЕРИ, (1070 1612] 28, 
等 等 . nk AR. EE d n E b Ж ЗК Ta], ERE 
该 部 分 和 超过 一 个 给 定数 М. ТЕГИНЕ 621 4 
ДИ ШШ БЕ Ж = 5. 我 们 必须 加 83 项 ; ¿T+ 


ha 
ШШЕ jp s 种 联系 
fr eps Р PM TE HIE эл, г 


NS NE, pon Virus ok A E f E ar i LETT TL TUR А 
Еч руі s cix ui (CÓ 


26.1 


N= IO, 是 12367 瑚 ; SEP. A = 20, 248 (i 
fit seis efr vci ТР, ТАПЧЫ. x = 100. 
MAE BU ERR T f ELA TF: yK АНИ, РЕ 
li |. Wii Lom BI p e p lb 936 Xe iR 1 Buku ñi 
ER 43 ETE {КЕПТЕДИ Н E- T HERE COS SC, 
fH AE OA КЙШЙ T XS A 
CK BU et ИНЖ reri 8 nay CE £3 — £s fd 
秘鲁 能 加 100 万 项 的 计算 机 ， 那 么 把 我 们 的 
О FEIR SEX Er 3E WELT. Hf Тор, X 
ТЕТЕ m HB PET ER SEE LT R Ak" 10°ФР. 这 
FEE eT Puis EST d T HE RISE 
才能 完成 这 项 作 务 ! 让 我 们 设想 一 下 , 我 们 试图 
在 一 个 很 长 的 纸 带 上 一 项 接 -- 项 志 写 下 该 级 数 ， 
直到 它 的 和 超过 100. 假设 每 个 项 仅 在 我 们 的 纸 
Tr Бан ERREA (这 当然 估计 过 低 , 因为 它 
的 项 需要 越 来 越 多 的 数字 )， 我 们 必须 使 用 10° 
AK ICH, 这 大 约 为 PEN 但 是 ,宇宙 
的 已 知 尺寸 估计 只 有 10264; 也 就 是 说 ， 在 这 
个 级 数 超过 适度 的 数 100 之 前 , 整个 宇宙 也 无 法 
与 下 我 们 的 级 数 . 然而 , 我 们 可 以 确信 ， 如果 我 
们 能 够 把 整个 级 数 { 也 就 是 说 它 那 数量 污 穷 多 的 
AND Ath bk, 共和 一 定 会 变 成 无 穷 大 . 这 
就 是 万 限 过 各 的 性 质 ， 一 些 级 数 收 伍 于 其 极限 ， 
dr] ELA SS (LL fe HE f Pe STE HS BE EC =. 


和 相似 每 种 约 300000 РОУ НУ K BU A IE 
FH BE HS LEES P9 4x 107 TOE E Prid DP 
UB. CX. 
a MLB Beas de FIL JE Wrench, Jr. АШ ДЕ ЖИР … 
& the American: Mathematical Monthly, 7809711, pp. R64 - 870. 


NAm ЛИВАНА 


调和 级 数 的 这 个 特性 已 引发 了 很 多 有 趣 问 
题 ,有 些 至 今 仍 末 得 到 解决 . 如 前 所 述 , 这 种 特 
性 来 自 于 这 样 一 种 事实 : 它 的 项 变 得 越 来 越 小 ， 
而 该 级 数 却 发 散 . 因此 ， 某 些 项 一 定 是 导致 这 
种 现象 的 原因 . 所 以 出 现 了 下 述 问题 : 要 使 这 
FRERGE aY ,必须 从 中 消去 哪些 项 或 召 类 项 呢 ? 
大 们 对 这 个 问题 进行 了 很 多 研究 . 例如 ， 已 经 
证 明 : 如 果 我 们 从 级 数 中 消去 分 母 是 合 数 的 所 
有 项 (例如 1/4, 176, 148, 179, 等 等 ), 所 产生 的 
级 数 仍 然 发 散 1! 这 非常 值得 注意 :因为 剩余 的 项 
是 素数 的 倒数 ( 见 29 页 ) ,而 且 当 我 们 移 向 更 大 
的 数 时 ,素数 将 日 益 稀少 . 这 样 一 来 ,人们 自然 
会 从 直 党 上 和 希望 ,通过 大 大 减少 调和 级 数 的 项 ， 
以 便 使 它 只 包括 素数 的 倒数 ,该 级 数 就 会 收 化. 
但 事实 并 非 如 此 . 

另 一 方面 ， 由 所 有 李 生 素数 形 如 p 和 
P +2 的 素数 对 (例如 3 和 5,5 和 7,11 和 13 等 
等 ) 一 一 组 成 的 级 数 确实 收 伍 .但 是 在 此 必须 
加 上 一 名 警告 的 话 : 我 们 不 知道 这 些 挛 生 素数 
在 数量 上 是 有 限 的 还 是 无 限 的 . 绝 大 多 数 数 学 
家 相信 它们 的 数目 是 无 限 的 (尽管 它们 在 自然 
数 中 的 分 布 比 在 素数 自身 中 的 分 布 还 要 稀少 ) ; 
但 是 只 有 等 到 我 们 确实 知道 时 一 一 这 可 能 不 会 
太 快 一 一 我 们 才 完 全 有 理由 把 这 个 级 数 看 成 是 
一 个 无 穷 级 数 . 

在 从 调和 级 数 中 消 项 方面 也 进行 了 其 他 党 
试 ,我 们 再 举 一 个 例子 :如 果 我 们 从 级 数 中 消除 
所 有 分 母 中 含有 数字 9( 例 如 9，19，92，199 等 
等 ) 的 项 ， 所 产生 的 级 数 已 知 收 敏 于 22. 4 和 


27] 


23.3 这 两 个 数 之 间 的 某 个 和 和 工 . 

与 调和 级 数 相 关 的 一 个 大 而 未 决 的 著名 问 
题 是 ; 人们 借助 微 积分 学 可 专 发 更 ,该 级 数 的 第 
N 个 部 分 和 总 是 “ 挤 在 ”lnw 和 1+ In N 两 个 值 
718], Хил 是 和 W 的 自然 对 数 ，( 例 如 ， 
该 级 数 的 前 一 千 项 的 和 精确 到 于 分 之 一 时 为 
7.485, 而 lnl 000= 6.908; PAUL Inl 000 < 7.485< 
I+ nl 000)， 这 就 意味 善 当 Nw 时, 式 子 
(14 L/2 1/34 + N) -InN 趋向 于 一 个 确 
ERR. 这 个 慨 跟 称 为 欧 扩 常数， 并 且 用 希腊 
字母 Y(gamma) 表示; 它 的 值 到 小 数 点 后 五 位 是 
0.577 22. 不 知道 y 是 有 理 数 还 是 光 理 数 { 坑 第 7 章 


{28| 和 第 8 章 ). 


(D H Frank Irwin, ^A Curions Convergent Series" the Amer- 
кал Mathematical Monthly, 23(1916) , pp. 149 — 152. 

O ний з овали R ЖН Дз | бих 
= InN, 微 积分 中 的 一 个 基本 公式 、 


第 5 章 几何 级 数 


RTIRAR, Ж + # 

EEH- #f Ë 65 do Ë, ЖЕ РЕ MR 3: 8 X. 

一 一 ЕЙР RY 
(1802 - 1829) 


如 果 说 调和 级 数 是 发 散 级 数 中 最 著名 
的 , 屁 么 .几何 组 数 在 收 笋 级 数 中 也 有 具有 和 相同 
的 特性 ,我 们 已 经 在 跑步 春 的 悖 论 中 大 到 了 
这 个 问题 . 在 几何 序列 战 级 数 中 ， 我 们 从 -- 个 初 
始 数 a 开始 , 通过 与 一 个 常数 gqg RIR, 便 
得 到 了 语 来 各 项 :a, ад, ай”. ай". 常数 
q 是 该 级 数 的 公 比 或 商 . 有 时 候 我 们 的 级 数 
在 若干 项 之 后 结束 , 当然 , 在 这 种 情况 下 我 们 
Wi ds Ex Bg mp. 这 种 有 限 的 几何 级 数 十 
分 频繁 地 出 现在 各 种 情况 中 . 人 们 最 熟悉 的 
可 能 就 是 复 利 ; 例如 , 某 人 在 年 利率 为 5% А0 
ЕАР ЕТА 100 美元 ， 那 么 在 每 年 的 年 
Ж, 他 的 美元 数 将 增加 到 1. 05 倍 , 从 而 产生 了 序 
5j 100. 00, 105. 00, 110. 25, 115. 76, 121. 55, 等 
等 (ELA BUE ЖЕШ -@ А BILE de P f 
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数 ) .至 少 从 理论 上 讲 这 种 增长 给 人 的 印象 很 
Té ШЕР, ЕВОРА TR np HLH iX УА, аре 
Mx В op Pm TES т! 


b 
а ДМД ЫН E EE RE. RET CREE 
f ouai RE А REAL (ar 儿 何 设 数 ; 每 个 矩形 的 高 度 
ibd -TORJESNES) —h. WRZ оса DORER 2. 也 就 是 说 
МАЙ. ЭЛЕ О РАНЕ. (by WARS: 高 度 符合 序列 1, 
RIRIA 5 АЛЗА ТИ, ЕТО H S m gn] ЖГ 
ШЕ c t ЗЕ ñF PERSE k. 


儿 何 级 数 的 增长 速度 可 能 会 令 人 震惊 . 有 

一 个 大 于 点 波斯 国王 的 传说 ， 他 对 一 种 新 近 发 
明 的 象 殿 游戏 留 下 深刻 的 印象 , 以致 于 他 要 见 
那个 发 明 人 而 且 以 皇宫 的 财富 相 赠 .， 当 这 个 
APA 一 一 一 个 贫困 的 农民 , 但 却 十 分 精通 
数学 一 被 国王 召见 时 ， 他 只 要 求 在 棋盘 的 第 
一 个 方 格 时 放 一 粒 麦 粒 ， 第 二 个 方 格 里 放 两 粒 
麦 粒 ,第 三 个 方 格 里 放 四 粒 帮 粒 ， 如 此 继 纤 下 
去 ， 直 到 整个 棋盘 都 被 禾 盖 上 为 止 . 国王 被 这 
种 要 求 的 朴素 所 震惊 ， 他 立即 命令 拿 来 一 袋子 
小 麦 ， 他 的 外 人们 开始 耐心 地 在 棋盘 上 放置 麦 
人 D 我 们 可 以 通过 使 用 “不 变 ” 特性 而 在 一 个 计算 器 上 很 


容易 地 得 到 这 些 数字 , 因为 这 个 “不 变 ” 特性 使 我 们 能 够 进行 
重复 相 乘 ,只 需 根据 常 要 按 下 "等 于 " 键 即 可 . 


图 5.2 小 男 核 在 镜子 中 的 
重复 反射 . 每 个 映像 正好 是 
前 一 个 映像 的 一 半 ， 所 以 符 
В q = 152 的 几何 级 数 . 照片 
由 Chade, Fames JE. ix A 
Charles 和 Кау Eames 为 IBM 
TT RE Ki {Mathematica} .本 
书 复 制 时 得 到 了 作者 许可 . 


粒 . 令 他 们 十 分 吃惊 的 是 ， 他 们 很 快 发 现 袋 子 里 
的 麦 粒 或 整个 王国 的 麦 粒 总 数 也 不 足以 完成 这 项 
任务 , 因为 级 数 1,2, 4, 8, 16, 32,… 的 第 64 项 是 一 
个 十 分 大 的 数字 : 9223372036854 775 808. 如 
果 我 们 设法 把 如 此 多 的 龙 粒 一 一 假设 每 个 麦 粒 
直径 仅 一 党 米 一 一 放 在 一 条 直线 上 ， 这 条 线 将 
长 约 两 光 年 ! Т 

很 多 人 都 觉得 几何 级 数 的 增长 方式 有 某 种 
Жл. 不 知 为 什么 ， 他 们 党 得 一 个 级 数 增长 的 


“自然 "方式 应 该 是 线性 的 ,也 就 是 说 ,是 均匀 增 
量 ,， 就 像 自 然 数 级 数 的 增长 那样 . 这 种 序列 称 
为 算术 级 数 (形容 间 “ 算 术 的 "和 “几何 的 "仅仅 


CD — "Elf: GU" (chess) — АГУ ЯЕ A "hab" СВАЕ EH 
ЖЕЗ), 81 EILUNIST SER ASRR. 


用 来 区 分 这 两 种 类 型 ) . 算术 级 数 也 十 分 普遍 : 
在 一 段 楼 梯 中 ,高 度 以 线性 方式 增加 ,马路 上 的 
BITZA HHA, PRR SE A g 
BARR. 几何 级 数 与 算术 级 数 之 癌 的 不 局 可 以 

1301 从 人 复 蓄 例子 中 看 出 .如果 银行 以 单 利 丽 不 是 复 
利 支 付 , 那么 钱 的 数目 应 国 100, 105, 110, 115, 
120 Жл. КЖЕ. 我 们 看 到 ,从 第 三 项 起 , 几 
何 级 数 片 始 比 算术 级 数 增长 得 快 . 

但 是 ， 无穷 几何 级 数 给 我 们 带 来 的 好 处 要 
KHE. 这 与 有 限 几 何 级 数 一 样 也 很 常见 . 一 
个 很 能 涪 明 问题 的 例子 就 是 放射 性 衰变 现象 ; 
在 经 过 某 一 段 时 间 之 后 ， 放 射 性 物质 的 初始 量 
将 只 剩 下 一 半 ; 在 经 过 相等 的 一 段 时 间 之 后 ， 
将 剩 下 四 分 之 一 , 依 此 类 推 . 【当然 , 衰变 物质 
将 转化 为 其 他 元 素 ,例如 铬 等 ;而 且 在 这 一 过 程 
中 将 有 辆 射 能 释放 出 来 . 1 从 理论 上 讲 , 这 个 过 
程 将 持续 到 永远 ; 事实 上 ， 当 最 后 一 个 原子 豪 
变 之 后 ， 这 一 过 程 就 会 结束 . 从 任何 最 初 数量 
到 衰变 为 该 数量 自身 的 一 半 所 花费 的 时 间 是 其 
“ 半 大 期 ”, 而 不 同 物质 半 训 期 之 间 的 差别 校 大， 
铀 的 普通 同位 素 (20) 的 半衰期 约 五 十 亿 年 ; 通 
ЖИ (Ra) 的 半衰期 为 1 600 年 . $8808 — 
个 同位 素 "Ra 其 半衰期 仅 有 一 小 时 ， 而 Ra 
的 半衰期 只 有 23 毫秒 . 正 是 由 于 这 个 原因 , X 
然 矿物 质 中 无 法 找到 很 多 不 稳定 元 素 , 地 球形 
成 时 痉 在 的 无 论 何 种 初始 景 都 早已 赛 变 成 了 更 

ЗЛЕ АУЛ. 半衰期 是 上 述 放射 性 物质 的 特 
征 ， 然 而 半衰期 却 不 依赖 于 该 物质 的 初始 芋 ， 
— Ra 各 变 成 半 克 所 需要 的 时 间 与 一 吨 26Ra 


EER E НИНЕ] ИНЕ ADAE 1 600 年 . 下 是 
这 种 过 实 才 构 成 了 确定 区 圳 发 弄 日 期 时 使 用 的 
ЖН -14 测验 的 基础 . 

PUT. TET1PEDE SIUS; Л. 25 dt. 我 们 已 经 
Tr £l РУ kal Sk F SE S EE FER , 54 
我 们 进一步 往 前 走时 它 的 项 变 得 越 来 越 小 . 对 
于 几何 级 数 来 说 ， 这 就 意味 着 公 比 q 必须 是 一 
个 真 分 数 ， 即 - 1 与 1 之 间 的 一 个 数 . 结果 表 
BH, 在 这 种 情况 下 . 它 也 是 一 个 充分 条 件 : ЗЕН 
?在 -上 各] 之 间 时 ， 这 个 级 数 就 收 伍 . 此 外 ， 
几何 级 数 是 我 们 能 够 精 狂 地 预测 其 极限 的 概 少 
几 个 级 数 中 的 一 个 ; 一 些 读者 可 能 还 记得 后 学 
代数 课 中 的 公式 : 

SBOUSg-1«q«1Bfl.a-ag + ад + = 


Тр “附录 给 出 了 这 个 重要 公式 的 证 明 . 对 二 
a=l“2 和 9=1l“2, 它 给 出 了 跑步 者 悖 论 中 出 
现 的 极限 : I72+174+18+…= (1/2)/(1- 
172) = 1. HARES -TE AT: 小 数 
0.999 … (通常 写作 0.9 仅仅 是 对 当 а = 9710, 
q =1⁄10 时 几何 级 数 g% 10+ 97 100+ 9/1000 + … 
的 一 种 缩写 . 这 个 级 数 收 笋 于 极限 (9710)/ (1 - 
1/10) = 1， 所 以 我 们 说 0 999… 等 于 1 不 只 
是 约 等 而 是 正好 等 于 过 完 全 正确 的 . 
很 多 人 觉得 难以 接受 这 个 简单 的 事实 ， 人们 会 
常常 听见 关于 其 有效 人 性 的 激烈 讨论 . 

ЖЕ 9 越 接近 ] 或 - 1, 级 数 收 癌 于 由 上 述 


3: i PHE OAE OE) Ди ZR ROC bap X b). 
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Zr X fiu f EC BR IS HE ho ate Ee gi. ҮЕ 
Tug eM dix TRAE EM Er. 对 
Past ñiq = Y 4E1 REEL Г И l + Y+ lun. 
(gr NUES. КИЕ а= = -1 AU 
Jy Beds: 级 数 变 成 和 1-1+1- 
ж-з, 它 个 临 问 于 任何 确定 的 极限 ， 侍 是 我 们 
的 会 虑 预测 我 们 庶 得 到 和 髓 限 17 2. 一 定 是 出 了 
什么 问题 5 的确， 我 们 非法 使 用 子 这 个 公式 ， 胃 
АК АН Ч ВАТЕ -1 和 1 之 间 而 不 是 车 
Т-ты ИАЕА З. 然而 我 们 觉得 这 种 
情况 与 4 的 绝对 值 实际 大 于 1 的 情况 有 些 不 一 
样 《 往 那 种 情况 下 部 分 和 的 增长 超过 了 所 有 办 
BH); 此 处 的 部 分 和 只 在 1 和 0 之 间 摇 摆 ， 
й=1,1—1=0,1-1+1=},1-1+1—1=0, 

发 大 后 几 人 年 中 众多 争议 的 源 呆 , CIE BO 
也 主张 ,因为 它 的 和 可 能 是 0 或 者 1, 而 且 概 率 
相等 , 所 以 其 " 真 ” 值 度 该 是 它们 的 平均 值 , BD 
1/2. 这 与 我 们 的 公式 恰好 一 致 ! : 这 种 肆 无 忌 
T8053 .粗心 大 吉 的 推理 ,在 我 们 今天 看 来 似乎 是 
礁 以 览 售 的 ,但 是 在 莱 布 尼 青 的 时 代 , 航 限 概 念 
还 撑 未 被 完全 理解 ， 无 穷 级 数 是 以 一 种 纯粹 的 
操作 为 式 加 以 研究 的 , 没 存 考 虑 其 收 和 伍 上 问题 ， 今 无 


"o АШ ИНЖЕ ЫИ НИК НЫД. 如 到 我 们 把 我 们 
ñC HY +i- ржа (- i+ d e Ime doc np 
T; ERR (EIU Ж СТ тра Ср а e Eo, Bale. 
йя Л ede mismo s. RIGE з =1- етра 
жаре МОРЕ з = 122. ER {ү igo RT 
ЕМЕ ИЛЛА ru FOR RC di 


第 二 章 . AHS 


我 们 知道 这 个 问题 绝对 关键 : 发 散 级 数 就 是 没 
有 一 个 和 的 级 数 ， 任 何 想 赋 子 它 以 一 个 特定 数值 的 
企图 都 是 注定 要 失败 的 . 最 先 认 识 到 这 一 事实 的 数 
Н, ЖЕЛАЮ FEE- MANH 
(1802— 1829) 算 是 一 个 , 他 在 1828 年 写 道 ， 


发 散 级 数 是 魔鬼 的 创造 ， 而 且 无 
论 把 何 种 证 明 建 立 在 它们 的 基础 之 上 ， 
都 是 一 种 及 每 .人 们 可 以 使 用 这 些 级 
数 推导 出 所 喜欢 的 任何 结论 ， 而 且 这 
就 是 这 些 级 数 已 经 产生 了 那么 多 译 误 
和 那么 多 履 论 的 原因 …… + 


Q PRT. Bd Y FRA BU e АНГ, 他 在 这 方面 是 
TERIS; 事实 上 上, 发 散 级 数 有 很 多 应 用 , 而 及 在 分 析 中 是 -种 
ЖШН TB. #5 Godfeey Harold Hardy Ж (UEBER -- K 
[Ominnd University Press, 1949 年 版 1. 
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在 使 用 【无 穷 大 ) 这 种 方法 时 ,学 
Ж ВЕБ, ES 3 x. y K 
ж эе P F titah, БЖ 
是 最 不 合理 的 . 

一 一 伊 某 沙 "SS + PES 
(1852 - 1940) 


无 穷 几 何 序列 和 级 数 不 仅 出 现在 纯粹 
数学 中 , 还 出 现在 几何 学 、 物 理学 和 工程 
中 ， 而 且 至 少 有 一 个 当代 艺术 家 毛里 
Ж. C + MR S IR HELD TB. # fE m sË = ТЕ Ж 
穷 几 何 序 列 和 级 数 之 上 . 我 们 将 在 以 后 的 
章节 中 研究 一 些 无 穷 几 何 序列 和 级 数 . [n] 
时 ,让 我 们 简要 地 研究 一 下 一 些 其 他 级 数 ， 
其 中 的 几 个 级 数 在 数学 史上 是 重要 的 里 
程 碑 . 我 们 已 经 看 到 调和 级 数 1+ 1⁄2 + 
1/3 + 1/4+ 6, 但 是 ,具有 自然 数 平 
方 的 相应 级 数 困扰 了 数学 家 好 多年 ; 其 
中 包括 伯 努 利 兄 弟 ， 怨 们 都 没有 找到 它 
的 和 ,尽管 当时 人 们 已 经 知道 这 个 级 数 收 


% 5. ОЕ К Na у GR 
{1707-1783 ЛЕТ K AUR. ПБА Я Hg 
P 1736 年 Хх Tš ЖАШ ea sk, LEa: 


| i i І x! 
— + — + — + фа 
p 2 3 4 6 


其 证 胃 并 不 是 初等 的 ， 但 有 趣 的 是 欧 拉 使 用 的 
方法 在 今天 肯定 通 不 过 任何 有 自尊 心 的 数学 家 
挑 史 的 眼光 .在 欧 拉 的 发 现 中 的 令 人 惊 红 之 
处 .是 在 仅 涉及 自然 数 的 级 数 极限 中 .意外 地 出 
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ЯГ л. 欧 拉 级 数 到 今天 还 被 看 作 是 数学 分 


析 中 的 访 漂 亮 的 结业 之 一 -. 

欧 拉 重用 类 似 的 方法 发 现 了 滤 太 自然 数 的 
其 他 很 多 无 穷 级 数 的 和 ., 这 些 结果 都 于 1748 年 
UB GE (BL БЕ ЖЧ БТУ БАН Н ӘТИ E 
专注 于 无 穷 过 程 , 而 且 被 认为 是 现代 分 析 的 基础 . 
X k 2 9) 26 之 同 所 有 偶数 值 时 ， 级 数 久 + 
1/25 e L/3* e 1/4* e …… 的 求 各 法 ,是 他 的 很 多 研究 
成 果 中 的 一 个 ;对 于 最 后 一 个 值 ,他 发 更 其 和 为 : 

2". 76 977 927 - л 
1: 2: Janana + 97 

但 是 .当天 取 奇 数值 时 ,这 个 级 数 处 理 起 来 要 难 
得 多 , 而 且 直 到 最 近 , OT k= 3 情况 下 该 级 数 


中 ” 们 努 利家 族 之 于 数学 正则 巴赫 家 族 之 于 音乐 . vus 
Т АЫ П арр, 他 们 统治 着 欧洲 的 数学 插 台 . 村 当时 所 知 
的 几乎 每 -个 数学 者 城 都 作出 了 诬 献 . 从 尼 古 劳 斯 . 伯 努 利 
(1623 ~ 1708) 开始 ,这 个 家 族 中 至 分 有 -十 二 个 成 员 在 数学 略 域 
取得 了 成 就 , 他 们 大 部 分 出 生 在 瑞士 的 巴塞 尔 一 一 他 们 生 话 
和 工作 的 地 方 . 正 是 雅克 ， 伯 努 利 〈1654 - 1705) 首先 证 明了 
ЗЕТА + PY 13 a uon 


fp RUD f ТИРЕ МЕ ЯС Я. 
KK LS Az BUCO SEE! = f ВРВ Ж 


的 第 一 个 人 ,我们 在 前 面 提 到 过 1671 年 被 发 
JM LER. 
l i l 元 
l-  - + — + — -= 一 
3 5 7 4 


这 个 线 数 是 当时 刚 发 明 的 微 积 分 掌 首 批 成 果 中 
的 一 个 ; 但 在 , 如 果 我 们 试 男 从 中 求 上 南天 的 值 ， 
MA RETE HEP AE. ЕО ОЧ 
ЕЛЕ RE, URT EIE 628 M6 ДВЕ < 的 入 
ila PRR CS DE (BU 3. 14 ЕЕН H А; 
AUXIWG 3 PII; 


s ЕШ. RART, ESERE 05 1722! e JAY + tJ 
Hid pai k ОЕА, 6) А mt. (£= Ú АНЫ h. 
BYE.) SE TU PERLE: ЧЕРЕН FEAH, £p D R3 
BERIGE. $ дюр a ЙИ LIA EAE “А Proof hat Euler 
Missed... = Aper 8 Proof of the Dmationaliy of YH” Др 
the Mathematical Inielligencer, 11979). pp. 195 - 203. Б fE 
1978 TE p DI] f iE Yn Blum L 1. 202. 


мн XL s HER TERRE s ORROA C ai 
Шу б) 表示 . САЕН ГЕН ЕРЕ ЖР. ЕТАН ОЙУ . 
BK Jt (e 01737 FRR Т. TBS ПО upin, Е БИШЕ 
AR ЖАПКЫК RE -起 ;对 所 有 的 :> 1 gts) =2' (222 D 
370-0 З ap ax eod TEGERE. 正 是 这 
种 联系 才 使 得 是 数 在 研究 素数 的 分 布 时 变 得 非常 重要 、 

数学 领域 必 而 未 决 的 著名 问题 之 一 ， 就 是 证 明 德 国 数学 
S (1822 - 1866) 1859 年 提出 的 猜想 ， 如 泉 多 许 有 复数 
Й x+ y CRAS 53 页 }， 那 么 8(:) 的 所 有 复数 根 BD Jj #9 
(s) =0 的 非 实 解 一 一 具有 实 部 x = 17 2. 尽管 进行 了 无 数 次 

党 试 . 效 曼 假设 仍 未 得 到 证 明 . 


л ә t 3 tut" v: 
jx k-ampBoEkdeSR Ew, 而 且 其 收 化 速度 极 
Th. 这 些 俩 子 强调 了 收 合 的 理论 概念 与 收 锅 速 
度 的 实际 问题 之 间 的 差别 ， 鸭 和合 速 度 在 计算 横 
出 现 以 后 变 得 尤其 重要 . 

与 无 穷 级 数 相关 的 是 一 些 最 值得 注意 的 无 
穷 大 悖 论 ; 这 些 悖 论 使 17 和 1] 世纪 的 数学 家 感 
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ЗЛЕ Ый, IEISTNCT E Aea. 


经 使 希腊 数学 家 感到 困惑 一 样 . 例如 ,初等 算术 
告诉 我 们 : 在 任何 有 限 和 中 ,我 们 可 以 重新 排列 
项 的 顺序 ,而 不 会 影响 和 的 值 . 所 以 ，1+2+3 
与 2+1+3, 3+2+1 相 同 . (用 专业 术语 说 ,我 
们 在 从 第 一 个 式 子 变 为 其 他 式 子 时 使 用 了 结合 
律 和 交换 律 . ) 最 后 一 个 和 是 第 一 个 和 反 过 来 写 
的 形式 ; 我 们 常常 在 算 帐 中 使 用 这 种 可 道 步骤 ， 
以 便 检查 一 长 串 数字 的 和 可 能 出 现 的 错误 ， 但 
AE. 我 们 能 在 元 窃 和 中 也 这 样 做 吗 ? 在 这 里 ,我 
们 当然 不 能 反 过 来 写 出 该 和 ， 也 就 是 从 最 后 一 
项 开始 ， 到 第 一 项 结束 ， 因 为 没有 最 后 项 、 但 
是 ,我 们 仍然 可 以 重新 排列 我 们 的 和 ，, 比如 可 
以 把 某 些 项 提 到 级 数 中 一 个 更 靠 前 的 位 置 , 把 
其 他 的 项 移 到 一 个 比较 靠 后 的 位 置 ， 问 题 是 : 
这 种 重 排 影 响 这 个 和 吗 ? 意 想不到 的 答案 是 : 重 
排 一 个 无 穷 级 数 的 项 在 革 些 情况 下 会 影响 级 数 
收 化 的 极限 ,甚至 有 可 能 把 一 个 收 和 化 级 数 变 成 
一 个 发 散 级 数 ! 这 一 -问题 的 典型 例子 是 具有 交 
错 正 负 号 的 调和 级 数 . 我 们 知道 ， 这 种 级 数 收 
钙 于 2 的 自然 对 数 { 写 作 2): 


l ] ! 1 I ! 1 
1.1 1 ol, -— +—- —+ —**=l!n2 , 
1 2 3 4 5 6 7 8 


我 们 在 该 等 式 的 两 边 均 乘 上 以 1⁄2: 
Д l l l 


— 一 — + =M. 
> 4 te $^ 2 


现在 我 们 把 两 个 级 数 逐 项 相 加 ,把 上 下 对 应 项 
1361 相 加 : 
1 1 | 1 


i 
л *372*85 TJ tot” 
l 


最 后 一 个 级 数 只 是 原 有 级 数 的 重 排 ,然而 , 其 和 
却 是 原 级 数 和 的 3/2, 这 便 产 生 了 1=3/2 0) “tk 
R^: 时 查 德 ， 库 良 在 他 的 微 积 分 学 论文 中 写 道 ， 


“很 容易 想象 出 ,这 种 明显 的 都 论 
的 发 现 对 18 世纪 的 数学 家 带 来 什么 
Жа, 464] 53) 8 Fig B 2 IUE 
而 不 考虑 它们 的 收效 .” 


出 现 这 种 悖 论 现 象 的 原因 是 ， 级 数 1- 
2+ 173- 1⁄4+ -~-… 之 所 以 收 北 ,只 是 因为 它 
的 项 有 交错 变化 的 正 供 号， 因此 可 以 部 分 地 相 
互 “补偿 ”. 但 是 如 果 我 们 取 这 些 项 的 绝对 值 
《 即 全 带 正 号 ) ， 我 们 将 会 得 到 发 散 的 调和 级 数 ， 
这 是 两 类 收 敏 级 数 之 间 的 -一 个 主要 区 别 : tra] 
程 与 各 项 的 正 负 汪 无 关 的 级 数 [ 称 为 绝对 收 敏 级 
数 }， 以 及 其 收敛 仅仅 是 因为 各 项 的 正人 灸 导 交 
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СИТАИ edi ЖОЙ 
eg rugs О, DN A fex BLZ PUR 
Urge. fb Tuas r3 5r np Ie TR Hb iR VE 
ЖО BUPREELUEHI. DD fed Co ER ВОН 
nn RHEA din ibd. 我 们 在 这 里 第 一 次 开 
始 体 会 旬 ，、 对 有 限 计 算 总 是 有 效 的 普通 算术 规 
yl си BP FICA UN nERE RA. 

T (1x "IL pie m POE C ke igla J — K tit 
{Р ЧИЙГЕ ШИ, wiki A ЗВАНИ 
的 通 式 是 rn+ax+axsxrs+…, 或 者 简明 地 写 为 


N a,x" 这 时 的 a, 是 系数 或 常数 ,而 < 则 是 


一 个 变 基 , 它 的 值 可 以 确定 该 级 数 是 否 收敛 
例如 ,几何 级 数 l+ x+ x+. 一 个 所 有 а, 都 


等 于 1 ТЕЕ, 而 如 果 该 级 数 收 伊 , 那 么 x 必 
须 是 - 工 和 1 之 间 的 任何 值 . 同样 ,调和 级 数 是 
МЖ te 2e x 3+… 得 到 的 , 这 里 仿 
xz]. 为 了 全 面 理解 这 些 徊 级 数 一 一 尤其 是 
其 收 伍 问题， 我 们 必须 超出 实数 系统 而 进 人 复 
数 领域 .复数 是 形 如 x++ іу Ё, 这 里 的 x 
Hoy 是 -一 般 实数 ， 而 上 则 是 著名 的 “ 虚数 单 
位 "一 一 -| 的 平方 根 . 尽管 这 种 扩展 的 技术 组 


Q ERR BESR ЖЕНЕН К" АЛУ EIR", Эи Sp oS Н 
ШЕЯ ТЮ mcm АЦ Жр ФИГ ( £ m K. k MG U as + 
ах ais + + aa НЕДАЈ: IEH a, 起 系数 ,而 数字 二 ШП ç 
[rpg oe dit UM М. £ rH АНЕ ЖЕ. (ШИП, St 3-2, eT HEIC 
feto, ИЖА а= 3. a = —2,а+<7. MERI. fH" mud 

dep s АЗЕКЕН ЗАС СРН ВЧ ГА н] ik RIEN 
Turf 2 ТУВЕ 3: rH ai EDU Hg A REOR 
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fi 4 defi Tie Я 2А. fides] soup 
pj EHE - PEBIBURERR. Vy Д vi 
А ИЩИ, ТЕПН {ЕМ Н С B 
ix S kk ШЫ НЕД. ҮЛЕ EA {015 ЭК) 
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第 6 章 其 他 无 窃 级 数 
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径 无 穷 大 ;另外 一 些 对 除 z=0 之 外 的 z 的 任何 
ARTS, Bp ur Se ER (eA A — P PPS 

由 于 法 国 数学 家 奥 古 斯 订 ' 路 易 斯 ' 柯 西 
(1789 -~ 1857) 在 1831 年 发 现 了 这 一 事实 ， 人 
们 最 终 对 无 穷 级 数 有 了 一 个 全 面 了 解 . АЖЕ 
时 开 始 ， 输 级 数 就 成 了 几乎 每 个 数学 分 支 中 
的 一 个 必 不 可 少 的 工具 . ”这 就 使 它们 扩展 成 
为 更 一 般 类 型 的 级 数 ， 其 中 的 项 不 是 с ВРЕ 
{ 即 z) 而 是 z 的 更 复杂 的 函数 ， 特别 是 三 角 
EHRT AARRE- TEATERS: 
数 (几乎 任何 函数 ) 自 身 都 可 表示 成 某 种 无 穷 级 
数 , 这 一 发 现在 物理 学 中 应 用 十 分 广泛 ,而 且 在 
量子 论 的 发 展 中 起 到 了 关键 性 作用 . 与 此 同 
时 ,形成 并 完善 了 分 析 的 理论 基础 ,制定 了 无 穷 
过 程 的 运算 规则 ,直到 最 后 一 点 点 疑问 被 消除 ， 
每 个 悖 论 都 得 到 了 解决 一 -甚至 是 头脑 最 严 谭 
的 数学 家 也 对 此 感到 了 满足 . 

到 19 世 纪 末 ,探索 并 旦 理解 无 穷 大 概念 这 
一 长 期 斗争 似乎 已 取得 了 最 后 的 成 功 ， 这 一 概 
念 最 终 置 根 于 坚实 的 基础 之 上 . 后 来 一 个 年 轻 
的 ,当时 知名 度 还 不 高 的 数学 家 出 现 了 ,他 彻 谍 
动摇 了 这 些 基础 . 他 就 是 格 奥 尔格 : 康 托 尔 ， 


(D 数学 中 的 二 数 是 一 -种 规则 , 它 为 个 变量 { 称 为 自 变 

Ж. 通常 用 * 或 : 表示 ) 的 每 个 容许 的 值 指 旅 第 一 个 变 基 【上 因 

TE EAH у ER) 的 -- 个 单独 的 值 与 之 相应 . Buon. Jr 

y = x? 为 x 的 每 个 值 指定 的 相应 值 是 它 自己 的 平方 ,所 以 这 是 

-TARG 糯 亿 地 ,方程 y= dy 8 x I SP AEHE GAS EN Mi 
ҢЕЛ Bi). 第 11 章 将 研究 具有 更 一 般 特 性 的 函数 ， 
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第 7 章 插曲 : 数 的 概念 游览 


Bed. 
Seik p ngpoE gk 65 Hes 48 


上 帝制 造 了 整数 ; 其 余 全 部 是 人 
的 工作 . 
一 一 利 奥 波 德 ， 克 罗 内 克 
(1823 - 1891) 


为 了 欣赏 康 托 尔 有 关 无 穷 大 的 革命 性 思 
想 , 我 们 首先 必须 简短 地 游览 一 下 数 的 概念 史 . Ж 
的 最 简单 类 型 当然 是 计数 的 数 1,2,3,…. 数学 
家 喜欢 把 它们 称 为 自然 数 ， 识 正 吾 数 . 这 些 数 
尽管 很 简单 ， 但 它们 曾经 是 有 记录 的 历史 以 来 
研究 和 思索 的 对 象 ， 而 且 文 化 赋予 它们 以 各 种 
神秘 特性 . 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 一 数 
论 一 一 就 是 专门 研究 自然 数 的 ， 而 且 一 些 有 关 
自然 数 的 最 基本 的 问题 (例如 与 素数 有 关 的 问 
SE) 圣 今 也 没有 找到 答案 . 但 是 , 自然 数 的 唯一 
的 一 个 最 重要 的 特性 肯定 是 : 自然 数 有 无 穷 多 
^. 计数 的 数 没有 最 后 一 个 ， 这 个 事实 对 我 们 
来 说 似乎 太 明 显 了 ， 以 致 于 我 们 几乎 从 不 费 神 
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JB PCIR. ШИНГЛ K TER, nil 
在 第 之 外 什么 东西 都 不 存 在 的 话 ， 那 么 数字 计 
算 的 整个 系统 一 一 我 们 熟悉 的 算术 规则 一 一 将 
会 像 一 个 用 纸牌 搭 成 的 房子 那样 倒塌 . 设想 一 
下 如 果 确 实 存 在 这 种 数 . 例如 1000, 那么 ,我 们 
不 但 得 名 咯 比 1000 大 的 任何 东西 , ii R 25 Ж 
过 1000 的 所 有 计算 (例如 999+2 或 500+ 600) 
都 将 变 得 “不 合法 ”.， 换 句 话说 ,通常 的 计算 技 
巧 必须 抛弃 . 所 率 的 是 情况 并 非 如 此 . 我 们 总 是 
把 计数 数 的 无 穷 性 当 作 一 个 公理 ， 也 就 是 说 当 
作 一 个 其 存 效 性 可 被 认为 理所当然 的 语句 . 如 
果 以 一 种 更 正规 的 方式 陈述 , 该 公理 可 表述 为 : 
ФЛЕК п 都 有 一 个 后 继 者 n+ 上 

如 果 我 们 在 自然 数 集 下 加 入 方向 的 概念 ,我 
fer (Sd E. 整数 包括 正 自然 数 , P LP 
ME. 整数 在 两 个 方向 上 无限 延伸 ， 除 此 之 外 ， 
整数 与 白 然 数 疫 有 本 质 区 别 . 这 样 , 每- 一 个 负数 
都 叮 被 着 成 是 相应 正 数 的 “镜像 ", 这 --- 事 实 以 
岗 示 形式 在 实数 直线 证 说 明 如 下 (图 7.1) 


一 -上 
5 1 1 Foro po 
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ETE MURERE 


F 一个 复 困 一 点 的 数 足 普通 的 分 数 .、 或 者 
зр: 这 些 数 是 шеш Обе p az b nk o: 


b) 的 数 ， 其 中 的 a 和 8 REESE. ТА, pb b 
dre. 因为 除 以 宅 量 违反 规则 的 运算 ， 
有 有理数 的 例子 有 27/3, 372, -117A9, 还 有 有 5, 因为 
5 可 被 本 为 5/1. 这 样 看 来 ,整数 集 是 有 理 数 的 
一 个 子 集 t 正 像 月 然 数 是 整数 的 - :个子 集 - - 样 ). 
大 们 一 党 会 运算 计数 的 数 就 旭 | 道 了 了 分数。 因为 
不 能 正好 得 出 一 个 整数 的 任何 测 筑 部 会 导致 对 
分 数 的 使 用 . 希腊 人 特别 重视 分 数 , fii] FH 
擅自 然 界 中 的 住 何 东 廿 都 可 以 用 向 数 的 比率 表 
这 也 正 是 毕 达 出 拉 斯 学 说 的 精华 . 这 种 
PE AAIE T SK. EXE SERO: 
АБАЙ EARE, ТЕД КЕЛЛИ? ^E Еу dd 
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I РЕ, EBUS ICPE IS ВСИ TE. у у 


me BORDE ER TE. TEL IN DIESE TETTE 
的 全 部 长 度 二 振动 ， PENA 
上 振动 ; 这 样 . - TUAE Ep SE SERT Eo 2 

EJE., puma OO 3:2, umm apu и 
4: 3, т 事实 上 , 听 起 来 越 动 中越 和 和 和谐 
ÒPE ARERIO EORR N. 至 和谐 的 音 
RUE Er kE. Busan mp Reg: 
8. iii: Fe EE EE 16 : 15. dip fee AE 
Wie Py HE et Pr EC Ti I] 56) EE E ,所 
VA aane t ЕТЕТИН 
T 3i fp t К E y f got МИТ Fu 
f. Ht. fy Bi! g ЗАС. АНЕ УК, E I 
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图 7.2 ЯРЫШ. 
在 任何 两 个 离 得 尤 论 多 么 
HHFA ZH., ТРА, 
ГЕРОИТЕ ТАЕ. 


希腊 滞 表 示 理 性 的 词 是 logos， 我 们 现代 的 
“langie" 一 : 词 正 是 由 此 而 来 的 . ) 

正如 存在 无 穷 多 个 整数 一 样 、 分 数 也 有 无 
穷 多 个 . 但 是 这 里 有 一 个 重要 区 别 : 整数 之 前 
的 间 跑 较 太 一 一 每 个 间隔 就 是 一 个 单位 ， 而 有 
理 数 则 是 称 密 的 ;也 就 是 说 ,在 任何 两 个 分 数 之 
[a], Jie cf 188 6L e cum ,我 们 总 能 找到 另 一 个 
分 数 . 例如 ,在 1/1001 与 171000 之 间 { 当 然 它 
们 非常 接近 . 其 差 仅 有 约 一 百 万 分 之 一 ), 我 们 
ВРП А ^ 3C 272 001. (事实 上 ,这 些 分 数 的 小 数 
值 分 别 为 0. 000999… ,0. 001 和 0, 0009995.) 
现在 我 们 可 以 重复 这 一 过 程 ,并 且 在 272 0018 
1/1000 之 间 的 任何 地 方术 人 另 一 个 分 数 {例如 
3/3 001) ,以 此 类 推 , 永 无 止境 {图 7.2). 因此 ,我 
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们 不 仅 可 以 在 黄 个 给 定 分 数 之 问 挤 人 一 个 新 分 
数 ， 而且 事 实 上 可 以 在 它们 之 间 加 入 无 穷 多 个 
分 数 . 但 是 ,这 只 不 过 是 用 另外 一 种 方法 说 明 ， 
这 种 划分 过 程 可 被 无 限 重 复 下 去 . 在 物质 世界 
里 我 们 最 终 可 以 到 达 原 子 或 亚 原子 级 {所 请 的 
“基本 粒子 ”) ,与 物质 世界 情况 不 同 的 是 不 存在 
“数学 原子 ”"， 不 存在 无 法 被 分 成 更 小 单位 的 最 
小 单位 ， 

这 样 看 来 ,有 理 数 好 像 构 成 了 一 个 巨大 的 、 
成 员 稠密 的 数 的 集合 ， 在 其 成 员 之 间 没 有 留 下 
间隔 . 这 本 身 又 意味 着 整个 实数 直线 完全 被 有 
理 数 或 “有 理 点 " 填 江 了 . 当 人 们 发 现 情 况 并 非 
如 此 时 ， 数 学 史上 的 一 个 最 重要 的 事件 便 由 此 
产生 了 . 尽管 有 理 数 笛 审 ， 但 它们 还 是 在 实数 
直线 上 留 下 了 “空洞 ”， 也 就 是 说 , 有 些 点 不 对 
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第 8 章 无理 数 的 发 现 


把 有 理 算 术 应 用 于 几何 学 问题 的 
h, EAF E ЕЖ ТЖ А. 
两 个 相对 简单 的 问题 一 一 正方 形 对 前 
线 以 及 圆周 长 的 确定 一 一 揭示 了 一 种 
新 的 数学 实体 的 存在 ， 在 有 理 数 的 范 
围 内 找 不 到 这 种 数学 实体 的 位 置 . 

一 一 托 比 斯 ， 丹 蛮 克 
(1884 - 1956) 


ise)" f E ЖИ ГЕЈ UHEEE I 
元 脐 5 忆 纪 和 项 腊 普 名 的 数学 和 哲学 党派 的 创始 
A. 毕 直 和 红 拉 断 的 生活 党 则 着 一 层 神秘 色彩 . 
我 们 刘 他 很 少 的 了 解 ， 也 是 传说 多 于 事实 . 这 
不 仪 因 为 缺乏 他 那个 时 代 的 文献 、 还 因为 毕 达 
哥 拉 斯 的 信徒 形成 了 一 -个 秘密 的 ， 敏 力 于 神秘 
XXE. FO Sep SEP P SE ЕЛЕ S 
Ж. АГЕН ЫНЫ F SS US SEDENS £ 
vi a: dtr A dU ГА, ETE ЖЕ ГЫ, fbit 
BOSE UG RUE rrt Y Ба КИН, dülbit 
ру yz Y WS PEG К, AIA FOKA 
AE 'j K-E НЕ (ЖЫЛ SEA Bj ЖЫЛ ЛЕ 


xr uy 


HERE- E£— — зщ 7] BJ EDI aE BH n 
比 伦 人 和 中 国人 人 至少 在 毕 达 哥 拉 斯 之 前 一 千年 
就 已 经 知道 了 这 个 定理 . 这 个 定理 表明 ， 在 任 


的 平方 之 和 ; саг. Б, 8.1). 毕 达 哥 拉 

斯 定理 可 能 是 数学 中 最 著名 而 且 肯 定 是 使 用 最 

广泛 的 定理 ， 并 且 它 直接 或 间接 地 出 现在 几乎 н mE 

每 一 个 数学 分 支 之 中 . г ИНА: 
在 所 有 的 直角 三 角形 中 ,有 一 种 三 角形 对 Бүз дылда 

于 我 们 的 讨论 有 着 特殊 重要 意义 :等 采 直 和 角 三 ” 边 ,c Ein. 

角形 ， 也 就 是 说 a = b. 因为 我 们 可 以 根据 意愿 

自由 选择 长 度 单位 ， 所 以 我 们 可 以 赋 子 每 条 边 

一 个 单位 长 度 ta = b= 1). 这 样 , 根据 毕 达 哥 拉 

[4 斯 定理 可 得 出 c's 12+ 1=2, 所 以 斜 边 的 长 度 等 

于 2 的 平方 根 ,写作 v2. 借助 任何 计算 器 上 的 

平方 根 键 ,我 们 可 以 找到 它 的 近似 值 :1.41421. 
尽管 我 们 无 法 求 得 v2 的 精确 值 ， 因 为 

这 需要 无 穷 光 位 数字 ( 正 像 x 那样 ), 但 是 仍然 

有 各 种 各 样 的 方法 或 算法 ?， 可 用 来 求 出 任意 

所 需 精确 度 的 v2 的 近似 值 . 不 过 这 一 事实 

无 法 阻止 我 们 在 实数 直线 上 确定 与 v2 相对 

应 的 点 的 位 置 , 而 且 可 以 精确 地 为 该 点 定位 . 我 


这 些 步 轨 便 可 求 出 一 个 数学 题 的 解 . 72 的 算法 应 该 使 我 们 能 
毓 求 出 其 十 进 制 展开 式 ， 直 到 小 数 点 后 任何 给 定 (有 限 ) 的 位 
数 .“ 算 法 ”一 词 来 自 花 拉 子 米 (Alkhowariami} ,他 是 生活 在 9 世 
纪 的 阿拉 伯 数 学 家 他 在 使 印度 计数 法 在 欧洲 得 虽 广 渤 应 用 
drip T ЕРЕН. 


s 
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TEPH. 只 使 用 广 直 尺 和 圆规 . 


0° 4 Ë 2 
们 选择 从 0 到 1 的 一 般 作 为 长 度 单位 (图 8.2). 
在 这 一 上 段 的 终点 上 我 们 (pi E) 作 一 条 垂 线 , 使 
该 垂 线 的 长 度 为 单位 长 度 . 我 们 现在 在 О КЩ 
一 个 圆规 ， 打 开 圆 规 ， 直 到 它 的 另 一 只 臂 与 重 
线 的 末端 重合 ,然后 夯 一 段 弥 .这 段 弧 与 实数 
直线 相交 的 点 就 是 要 找 的 点 ， 因 为 它 到 0 的 
距离 是 2. 注意， 整个 作 图 只 使 用 了 两 件 
仪器 -一 -一 把 直 尽 和 一 副 圆 规 ， 这 一 点 正好 与 
希腊 人 要 求 所 有 几何 作 图 都 必须 只 使 用 这 两 种 
工具 的 传统 相 一 致 . 我 们 画 出 的 图 还 表明 ， 
想 要 的 点 就 位 于 实数 直线 上 1 到 2 之 间 的 某 个 
点 上 . 

但 是 v2 到 底 是 一 个 什么 类 型 的 数 呢 ? 希 
腊 人 当然 把 它 作 为 一 个 有 理 数 ， 因 为 他 们 当时 
只 知道 有 理 数 . 但 是 ， 终 于 有 一 夫 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 的 某 个 不 知 其 名 的 成 员 (或 许 是 毕 达 贾 拉 
斯 自己 ) 令 人 吃惊 地 发 现 ，w 2 不 可 用 单位 公 
度 ， 也 就 是 说 这 两 个 数 没有 一 个 公测 度 . 这 与 
说 v2 不 能 写成 两 个 整数 的 比 是 一 样 的 ; 因为 
假设 它 能 被 写成 两 个 整数 的 比 ， 那 么 从 方程 
v 2 = ay 8 中 我 们 可 以 得 出 5 徘 以 2 正好 
等 于 a 个 单位 的 结论 , 从 而 使 v2 和 1 是 可 公 
度 的 . 所 以 这 里 有 某 种 东西 毫 无 疑问 地 是 一 个 
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数 (因为 它 表 示 了 一 段 长 度 ), 但 这 个 数 无 法 写 
成 一 个 整数 或 整数 的 比 . 这 样 一 来 ， 志 人 就 首 
先 发 现 了 无 理 数 的 存在 . 

这 种 发 现 的 细节 具有 浓厚 的 神秘 色彩 ， 而 
且 我 们 甚至 不 知道 在 这 一 过 程 中 使 用 了 什么 证 
Bj. 今天 至 少 有 三 种 关于 v2 无 理性 的 不 同 
МЕНН. 附录 给 出 了 其 中 的 一 种 . 希腊 人 十 有 从 
九 使 用 的 是 一 种 几何 证 明 而 不 是 代数 证 明 ， 因 
为 对 几何 学 的 研究 是 他 们 的 主要 兴趣 ( 除 此 之 
外 ,下 如 我 们 所 看 到 的 ,他 们 没 掌握 代数 语言 ). 
但 是 无 论 如 何 , 这 一 发 现 使 他 们 感到 迷 详 ,因为 
有 一 种 几何 量 否 认 了 他 们 对 有 理 数 至 高 无 上 的 
确信 . 他 们 的 惊 悍 如 此 之 大 ， 以 致 于 有 一 段 时 
间 他 们 干脆 拒绝 把 v2 看 作 是 一 个 数 , 这 样 
一 来 ， 正 方形 的 对 角 线 事实 上 就 成 了 一 个 无 数 
的 长 度 ! 有 一 种 传说 认为 , 毕 达 可 拉 斯 的 信徒 们 
因为 害怕 这 种 发 现 可 能 会 给 公众 带 来 不 利 影 
响 ， 而 发 誓 把 它 作 为 一 个 严 加 防范 的 秘密 . 但 
是 他 们 中 的 一 个 人 和 希 帕 萨 斯 违约 说 出 了 这 个 消 
息 ; 他 的 目的 是 纯 学 术 的 还 是 政治 的 ,我 们 不 得 
而 知 ， 因 为 他 的 伙伴 把 他 从 他 们 乘坐 的 船上 殷 
到 水 中 ,他 的 身体 至 今 还 躺 在 地 中 海 的 海底 . 

数学 中 引信 无 理 数 还 有 另 一 个 原因 ， 我 们 
从 初等 算术 中 知道 , 如 果 我 们 加 . 减 、 乘 或 除 两 
个 或 更 多 的 分 数 ,其 结果 仍然 是 一 个 分 数 , 例 如 
I/L 1⁄4+ 1/9 f8 49/36. 数学 家 称 这 种 特性 是 
ARTEM. A. F. 除 运算 中 的 封闭 性 . 但 是 
这 -一 规则 也 像 我 们 已 经 讲 过 的 其 他 规则 那样 ， 
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ТЕЖЕП ALES IR EE DU RE Z| 259380 55 2593 SEE ELIT 
可 能 会 被 打破 . 我 们 已 经 看 到 无 穷 级 数 1/19 
1/4 1⁄9+ 1/16 e KAF x76, E262; ЕН 
(2-2-4*-4*6*6*-)/ (1: 3: 3. 5+ 5° 
7 Irak T rz2; 它 们 两 个 都 是 无 理 数 ,所 以 
无 法 写成 分 数 . 这 样 一 来 ， 内 有 当 我 们 把 这 些 
运算 应 用 有 限 次 的 时 候 ， 有 理 数 在 基本 的 四 则 
运算 中 才 是 封闭 的 . 当 我 们 无 限 多 次 地 应 用 这 
些 运算 的 时 候 , 其 结果 可 能 会 超越 有 理 数 的 
范围 . 

今天 ， 无 理 数 的 存在 再 也 不 会 打扰 任何 人 
f. 事实 上 , 不 但 2 的 平方 根 , 而 且 所 有 素数 
的 平方 很 (V3,， v5，w 了，v1l ,等 等 ) ,还 
存 大 多 数 合 数 的 平方 根 { “6 ，v 8 ,等 等 ) 都 
是 无 理 数 ， 正 像 数 x 和 е 及 其 组 全 那样. 无理 
数 的 一 个 完全 令 人 满意 的 理论 直到 1872 年 才 
提出 ,当时 理 查 德 : 戴 德 金 (1831 - 1916) 出 版 
了 他 著名 的 论文 《连续 性 与 无 理 数 $. 这 里 的 技 
本 细 节 与 我 们 无 关 ; 要 紧 的 是 ,尽管 有 理 数 有 很 
多 ,但 它们 在 基本 的 四 则 运算 下 既 不 是 封闭 的 ， 
也 不 足以 覆盖 整个 实数 直线 . Til as, 
然而 偿 构 不 成 连续 统 . 它们 留 下 很 多 空调 GE 
实 上 有 无 穷 多 个 ), 而 填充 这 些 空洞 的 是 无 理 数 . 

如 果 我 们 现在 把 有 理 数 和 无 理 数 结合 
来 ,我 们 便 会 得 到 一 个 更 大 的 实数 集 . 形容 词 
“ 实 的 "并 不 意味 善 说 明 这 些 数 的 “真实 ” 特点， 


”它们 与 虚数 或 数学 中 使 用 的 其 他 任何 符号 系统 


家 比 ， 既 不 更 真实 也 不 更 不 真实 . 这 只 不 过 是 


[46] 


我 们 的 口头 语言 出 现 的 词 不 达意 情况 中 的 一 
种 ,因为 很 多 时 候 ,一 个 常用 词 在 被 专业 人 员 使 
用 时 会 具有 一 种 完全 不 同 的 意义 . 无 论 如 何 ， 
实数 可 被 描述 为 所 有 可 被 写成 小 数 (例如 0.5, 
0.121 212…，- 2.513 等 等 ) 的 那些 数 , 这 些小 
数 分 为 三 类 : 有 尽 的 , 例如 0.5; 无 尽 的 而 且 循 
环 的 ,例如 О. 1212… (通常 写 为 0.12) 3; 以 及 无 
尽 的 而 且 不 循环 的 ， 其 中 的 数字 总 不 会 以 正好 
相同 的 顺序 循环 (0. 101 001 000 !… 就 是 一 个 例 
f). 闫 两 种 小 数 总 是 代表 着 有 理 数 (在 我 们 举 
的 例子 中 ，0.5 表示 比率 1/2， 而 0.12 则 代表 
4/33) ,而 第 三 类 分 数 则 代表 无 理 数 ， 然而 ,我 
们 必须 得 出 这 样 的 结论 :从 实用 的 观点 出 发 ,有 
理 数 与 无 理 数 之 间 没 有 真正 的 区 别 ， 这 是 因为 
我 们 在 对 数字 进行 书写 和 计算 时 。 只 进行 到 有 
限 位 数 , 这 就 是 说 ， 我 们 可 以 在 无 理 数 的 某 些 
147) 数位 之 后 , 截 掉 后 面 无 尽 的 十 进 制 谋 开 式 , 从 而 
得 到 对 该 数 的 有 理 遇 近 ， 而 且 这 种 通 近 可 以 做 
得 任意 地 好 ， 只 需 根据 需要 尽 可 能 多 地 取 十 进 
制 数 字 即 可 . (例如 ,小 数 1,1.4,1.41,1.414 和 


D Жи. {НЛ лү а йй» dE. 其 中 的 
тек OO E И {Р ARRE., Mu 0.5 = 
0.5004. 

di 这 是 从 如 下 事实 得 出 的 : HO] NOE E X 
AILERA, ERINES 34 页 看 到 的 那样 ， 这 种 级 数 如 果 
ШЖ. 其 和 是 有 理 数 ay t-g). ИШ, 小 数 0. 这 表示 -- 个 
a= 0.12, q = 0.01 的 几何 级 数 { 因 为 该 小 数 可 守 为 0.12 + 
0.001 2« Y; 所 以 它 的 和 为 0.12201-0.01 = 0.1220.9 = 
12/99 = 4/33. 


1.414 2 都 是 v2 的 有 理 过 近 ， 只 是 精确 度 在 
不 断 提高 . ) 因 此 .工程 师 很 少 能 够 关心 一 个 物 
体 的 长 度 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ， 因 为 即使 该 长 
度 是 无 理 数 (如 单位 正方 形 的 对 角 线 ), 他 在 任 
何 情况 下 也 只 能 以 有 限 的 精确 度 对 其 进行 测 
量 ， 因 为 所 有 的 测量 装置 都 具有 不 完美 性 . S 
我 们 现在 开始 研究 康 托 尔 有 关 无 穿 大 的 革命 思 
想 时 ,我 们 必须 牢记 这 些 事实 ,因为 数 的 概念 的 
理论 方面 而 不 是 实用 方面 , 才 是 这 场 革命 的 基础 . 
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一 种 自己 动手 求 V2 的 方法 


; 近似 计算 一 个 给 定 正 数 平方 根 的 算法 有 
;若干 种 ,其 中 最 简单 的 一 种 称 为 “ 除 均 " 方 法 ， 
; 巴比伦 人 已 经 知道 这 种 方法 . 为 了 逼近 VD 
;的 值 ， 我 们 从 一 个 初始 推测 ç, (可 以 是 任何 
| 正 数 ) 开始 ， 由 这 个 初始 推测 ,我 们 可 根据 以 
; 下 公式 求 出 更 好 的 近似 值 xi 


ге 
| 
H 
: 
? 
1 


x= — (хо+ 2) А 


我 们 现在 重复 这 一 过程 ,从 而 得 到 一 个 更 好 
的 近似 值 х›: 


xi (vis 2.) - 


我 们 以 这 种 方式 继续 下 去 ,直到 得 到 理想 的 
精确 度 为 止 . 例如 ,我 们 从 xn=1.5 开 始 , 可 
得 到 近似 值 х= 1.416 7, х= 1.414 2, xx= 
1.4142、…， 结 果 在 两 步 之 后 我 们 的 结果 就 
精确 到 误差 小 于 千 分 之 十 . 

可 以 证 明 序 列 


TT a... t. n... a.k.a 


dte 


Xi (= F(a 2) ‚ i=0, 1.2... 


Кату ,而 与 初始 推测 xo XX. 例如， 
М хо= 10 开 始 {当然 这 是 一 个 不 好 的 推测 }， 
Н 
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: 
š 
; 
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: 
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: 
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我 们 连续 得 到 z = 5.1, х›= 2.746, xx= 
1.737 ,x,2 I.444, x; =1. 415, x4 1.414, 5. 

在 任何 计算 器 上 部 可 以 很 容易 地 施行 这 
种 方法 ; 其 至 不 发 为 了 得 到 下 一 个 近似 值 而 
яа РЕК. ВТА ЕТАР 
器 的 存储 器 即 可 . 该 方法 可 以 扩展 到 任何 正 
Жа 的 平方 根 ; 该 序列 可 由 公式 


pata e pen aor ee t loma 


xam [x+ £),i20,12,— 


给 出 ; 其 中 的 初始 推测 xs 可 以 是 任何 正 数 . 
这 种 方法 是 牛顿 - 拉夫 森 近 似 方 法 的 特 倍 ， 
有 关 其 细节 ,可 参阅 任何 高 等 微 积分 教程 


下 
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r amt aom tl om mem tp omm ntl e er le eom o жый кй к-н й c i n tal tton tl л o and r aae ma t-i h pR ned e tom 


л,ф 和 e 


三 个 著名 的 无 理 数 


有 一 个 很 有 名 的 公式 ， 可 能 是 
所 有 公式 中 最 简洁 、 最 著名 的 一 个 ， 
这 就 是 由 欧 拉 根 据 棣 黄 弗 的 一 个 发 
现 而 提出 的 公式 ; 7+]=0. ee 
它 对 神秘 主义 者 、 科 学 家 、 上 哲学 家 、 
教学 家 有 同 祥 大 的 吸引 力 . 

一 一 爱德华 ， 卡 斯 纳 及 并 

ЭКА, m t 


我 相信 造物 主 在 从 相似 物体 连 
续 生 成 相似 物体 时 ， 这 全 几何 比例 
是 作为 他 的 一 个 观念 而 存在 的 . 
一 一 药 琴 尼斯 ， 开 普 勒 
(1571 — 1630) 


无 理 数 是 指 不 能 写成 两 个 整数 之 比 的 数 . 


最 早 知 道 的 无 理 数 是 之 的 平方 根 ( v2 ). 数 
字 zr, 即 图 的 周 长 与 其 直径 的 比 ,很 早 就 为 巴 
比 伦 信和 埃及 人 所 知 ,后 来 阿 基 米 德 发 现 


tiki malc. 但 是 直到 1761 
年 、 瑞 士 数学 家 约 输 . HEEP- 兰 伯 特 


(1728— 


17771 У л 星 无 理 数 这 一 事实 . 


如 果 我 们 把 一 条 线段 分 成 两 个 部 分 ,使 


ar е ana anl n RC h... К 


Ж а e Ne Enn an En n л Su u Uu S. И СЕРЕ ЧИЕ ЧИНЕ СИНЕ e Ran ИНЕШ 


É £ k Бе K SB Z ЕТЕК 5 3⁄2 š 

短 部 分 之 比 ( 图 1 АВ/АС = AC/CB) , M % | 

点 СЛАЖЕ З ФН" Т AB. 这 个 { 
比率 的 数值 用 希腊 字母 ñ (phi) кот. WRR i 
114 AB X EK RE (AB=1), 3 HH x X f 
т AC 的 长 度 , ЖА $=] х=х/ (1-х). 
KM P КОЖУ х?+х-1=0, X 
WERE r= (-1+ 5 )/2, 或 约 等 于 
0.618 03. БТ # = 1⁄ x= 0.61803--. 5/2 
一 样 ,#$ 也 是 一 个 无 理 数 ,其 十 进 制 展开 式 永 


不 结束 , 永 不 重复 . 
X 1-х 
А с B 


图 1 黄金 分 割 : СЛАВ АВ. 整个 线段 对 较 长 部 分 之 
比 等 于 较 长 部 分 村 于 较 短 部 分 之 比 ， 

古 希 腊 人 已 知道 黄金 比率 . 黄金 比率 在 4 
希腊 的 建筑 物 中 起 着 非常 重要 的 作用 .很 多 4 
艺术 家 相信 ,在 所 有 的 矩形 中 ,长 寅 之 比 为 允 | 
的 矩形 的 比例 “最 令 人 满意 ", 所 以 这 个 数 在 : 
各 种 美学 理论 中 起 到 了 主要 作用 . 令 人 惊奇 
的 是 ， 一 些 植物 的 叶片 排列 也 显示 出 黄金 比 і 
率 , 它 有 很 多 有 趣 的 数学 特性 ;例如 1 除 以 $ 
等 于 多 减 去 1( 即 1/ 6 = 4-1), 这 是 由 上 述 
定义 方程 得 出 的 结果 .如 果 我 们 画 一 个 “ 黄 
LEP” URGE EXEETSNEÍ 
Жж), ATTE EA RUE IE { 
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at menn 
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ka bon mom nudi om m deo mom n Daas ik tod А lon Rl ml nnl nt ы tl t tice eorom дот тр. лт dom =й ^ 
ZEP. 这 一 过 程 可 被 无 穷 地 重复 下 去 ， 
从 而 给 出 一 个 由 尺度 缩减 至 零 的 黄金 矩形 组 
成 的 无 穷 序 列 {图 2). 


м 


5 F J © 


图 2 $W ER: (a) 从 一 个 单位 边 长 的 正方 形 开 
始 , 找 到 边 AB буф E. FREUE E 为 网 心 .以 EC AN 
HL. 直到 它 与 AB 的 延长 线 相交 于 К. EJE AFGD BC 
比 为 (~ 1e VES ) 2 或 由，《b) 无 限 地 重复 这 -过程 ,我 们 
使 可 得 到 一 系列 面积 不 断 践 小 的 “黄金 矩形 ". 责 到 它们 路 
SUT TAA. 这 些 第 形 的 点 D.E, С, J 位 于 一 个 对 数 
{ жй к, RIE U 章 将 讨论 这 种 基线 . 经 允许 .根据 
》H.E.Humley 3 GPE НЕЙ: 数学 美 研究 》, 纽约 Dover Publi- 
$ cations, 1970 年版 复制. 


数 e 是 三 个 著名 无 理 数 中 唯一 一 个 不 为 
二 人 所 知 的 无 理 数 . 由 于 它 被 用 作 自 然 对 数 


的 底 ， 因 此 它 在 微 积分 学 中 起 着 关键 作用 . 
TES a 趋 过 无 穷 大 时 表达 式 [1+ 1/n]* 的 
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“ч 
HRE. EHA 〈 到 小 数 点 后 第 五 位 ) 为 
2.718 28, 正 像 所 有 的 无 理 数 一 样 , 它 有 一 个 
不 可 窃 尽 的 . 非 铂 环 的 十 进 制 展开 式 ,所 以 永 
远 无 法 “精确 地 ”" 写 出 . E e 在 金融 界 有 一 个 
非常 有 趣 而 且 十 分 出 乎 意料 的 应 用 : 如 果 我 
们 在 一 个 得 想 的 镶 著 帐户 上 存 入 1 美元 ,而 
且 该 帐 产 支付 连续 地 【也 就 是 说 在 和 紫 一 时 刻 
而 不 是 一 年 或 一 季度 ) 以 复 利 计算 的 100% 
的 年 利率 ， 那 么 我 们 可 能 希望 钱 的 数量 增长 
超过 所 有 界限 . 意 想 不 到 的 是 ， 情 况 并 非 如 
№: 一 年 之 后 , 和 将 等 于 数 e, 也 就 是 说 等 于 
约 2.72 美元 . 

REVI ,#$, x fp е RELER, EE 
TR CT ARE ER B e EE dE; vw 2 和 多 是 我 
数 数 ,也 就 是 说 ,它们 是 具有 整 系数 的 多 项 式 
方程 的 解 . (就 是 说 ，w 2 是 方程 x?-2=0 
的 解 , $ 是 方程 х-к 1=0 的 解 . ) 不 是 这 
种 方程 的 解 的 数 称 为 超越 数 ，A 和 e 属于 这 
种 数 . 超越 数 的 第 一 个 实例 是 由 法 国 数学 
家 约 BE K + X#E 4 (1809-1882) + 18444 
给 出 的 : 1077 +1077 «107! +. 或 者 
0.110 001 000 000 000 000 000 001 100 Q---, 4 
TdE29J8—2*Xm^dÉGENEK {有关 
阶乘 符号 ,参见 第 21 M). 当时 ,这 种 奇异 的 
数 被 认为 是 十 分 罕见 的 怪物 ， 定 义 它 的 目的 
只 是 为 了 说 明 超 越 数 的 存在 . BE, RTH $ 
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Mee anm mee a n on ta, 
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康 托 尔 在 1874 年 证 明 超 越 数 并 不 罕见 , K 
多 数 实 数 事实 上 都 是 超越 数 , MAH IN, А 
管 有 无 穿 多 个 代数 数 和 无 穷 多 个 超越 数 ， 超 
越 数 实际 上 远 远 多 于 代数 数 ， 这 就 首次 表明 
了 不 同类 型 无 穷 大 的 存在 . e 的 超越 性 可 以 
很 容易 得 到 证 明 一 一 法 国 数学 家 夏 尔 ， 埃 尔 
ЖФ (1822- 1901) + 1873 年 首次 给 出 了 这 
种 证 明 . x 的 超越 性 的 证 明 要 难得 多 ,而 且 
Ж ЖН E E] 55 3 që uide. ЖОЮ (1852 - 
1939) + 1882 年 证 明 ; 他 的 证 明 长 达 13 页 . 
这 种 证 明 彻 底 地 解决 了 “化 图 为 方 ”( 即 只 使 
用 直上 斥 和 圆规 作出 一 个 其 面积 等 于 一 个 给 定 
圆 面积 的 正方 形 ) 这 一 古老 的 问题 . = 的 超 
越 性 意味 着 这 种 作 图 无 法 完成 ， 因 此 这 是 以 
一 种 否定 方式 “解决 了 "这 一 问题 . 

瑞士 数学 家 莱 昂 纳 特 ， 欧 拉 {1707 ~ 
1783) 在 1748 年 发 现 了 数学 领域 最 优美 的 结 
果 之 一 , ЖЕЙ 0, 1, х, еж г(: “PRA 
位 ”, 即 -1 的 平方 根 ) 都 由 公式 

є+1=0 

联系 在 一 起 . 这 就 是 著名 的 欧 拉 公式 ; 很 多 
人 让 为 它 具 有 不 亚 于 神 的 力量 ， 因 为 它 在 一 
个 简单 的 方程 中 , 把 算术 基本 常数 (0 和 1), 
几何 基本 常数 {r) 、 分 析 常 数 {e) 以 及 复数 常 
(ЖАЛ ж. 

х.ф fe e 这 三 个 数 出 现在 很 多 元 穷 级 数 
和 和 无穷 乘积 中 ， 表 2 给 出 了 这 些 无 窃 级 数 和 
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我 看 见 了 它 ,但 是 我 不 相信 它 ! 
一 一 摘自 格 奥 尔格 :， ЖЕЛ 
1877 年 给 理 查 德 + qui 
金 的 信 


格 粤 尔 档 ， 康 托 尔 1845 年 3 月 3 日 生 于 
FERRE. 他 的 父母 亲 是 丹麦 移民 ; 他 的 父亲 
版 依 新 教 ， 而 他 的 母亲 生来 就 是 一 个 天 主教 徒 . 
但 是 有 证 据 表 明 他 父母 亲 都 有 犹太 人 血统 . 可 
能 正 是 这 种 多 重文 化 背景 ,使 康 托 尔 单 年 对 中 
世纪 的 神学 争论 ， 尤 其 是 与 连续 性 和 无 穷 大 有 
关 的 争论 。 产生 了 浓厚 的 兴 超 . 他 们 全 家 后 来 
从 圣彼得堡 移居 德国 ， 而 且 正 是 在 德国 的 哈雷 
大 学 ,他 于 1874 年 发 表 了 他 的 有 关 无 穷 大 概念 
的 首 篇 重要 文章 . 这 只 是 他 在 1874 到 1884 年 
间 发 表 的 一 系列 文章 中 的 第 一 篇 ,然而 ,这 篇 文 
章 却 立刻 动 播 了 到 当时 为 止 无 穷 大 概念 赖 以 存 
在 的 整个 基础 . 

直到 康 托 尔 的 时 代 ， 无 穷 大 在 数字 意义 上 
一 直 被 认为 是 一 种 比 所 有 数 都 大 的 数 . 当然 
因为 每 个 数 的 后 面 都 可 以 跟 一 个 更 大 的 数 ， 所 


以 绝对 不 存在 那 种 最 大 的 数 . 不 过 ， 无 穷 大 的 
朗 义 在 于 它 与 非常 大 或 非常 小 的 联系 . 

此 外 ,自从 亚 里 士 猴 德 时 代 以 来 ,数学 家 们 
C £A RO DC T 8 7553 40 3: 2093. (或 “完全 ” 
3:25). 前 者 涉及 的 过 程 可 被 一 次 又 一 次 地 重 
复 ， 但 是 它 在 任何 给 定 的 阶段 所 包括 的 重复 次 
数 仍 然 是 有 限 的 . 自然 数 1,2.3,… 的 集合 是 潜 
无 穷 的 ,因为 每 一 个 自然 数 都 有 一 个 后 继 者 , 然 
而 在 计数 过 程 的 每 一 个 阶段 一 一 无 论 这 个 阶段 
进展 到 何等 程度 ， 我 们 遇见 的 元 素 的 数目 仍然 
是 有 限 的 . 从 另 一 方面 讲 ， 实 无 穷 涉及 到 的 过 
程 在 每 个 阶段 上 已 经 得 到 了 无 穷 多 次 重复 . S 
数 集 在 按照 其 "自然 "顺序 

132 一 1;0,1,2.3,…. 

排列 时 ,就 包含 一 个 实 无 穷 集 ,因为 在 每 一 个 阶 
段 都 已 经 有 死 穷 多 个 整数 出 现 . 数学 家 们 当时 
愿意 接 爱 前 一 种 无 穷 大 ， 然 而 他 们 却 无 条 件 地 
排斥 后 者 . 亚 里 士 多 德 本 人 在 他 的 《物理 学 》 一 
书 中 就 说 ;无穷大 是 一 个 潜在 的 存在 …… 实 无 
穷 将 不 存在 "而 且 ,在 大 约 两 千年 之 后 ,卡尔 ， 
弗 里 德里 希 : 高 斯 (1777 1855) Tk 1831 年 给 
他 的 朋友 舒 马 赫 的 信 中 表达 了 相同 的 观点 : 


我 必须 最 强烈 池 反 对 你 使 用 无 穷 
大 作为 茶 种 完善 的 本 西 ， 因 为 这 在 数 
学 上 是 从 来 不 克 许 的 .无穷大 只 不 过 
是 一 种 讲话 方式 ,意味 着 一 种 极限 , 当 
克 许 某 些 比率 无 限 增长 时 ， 一些 特 定 
比率 可 以 任意 地 透 近 该 极限 ， 
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换 名 话说， 极限 概念 自身 也 被 认为 是 一 种 潜 无 
穷 过 程 . 高 斯 的 陈述 是 对 那些 偶尔 违反 规则 的 
人 的 指责 ,这 种 人 在 使 用 无 穷 大 概念 {其 至 是 无 
穷 大 符号 ) 时 ,以 为 无 穷 大 仿佛 是 一 个 寻常 数 一 
样 ха жар С. 

康 托 尔 澄清 了 这 些 得 到 公认 的 观点 . 首先 
他 把 实 无 穷 作为 一 个 完全 有 资格 的 数学 事物 接 
受 下 来 ,并 且 坚 持 认 为 一 个 集合 ( 龙 其 是 一 个 无 
穷 集 ) 必 须 被 看 作 是 一 个 总 体 , 就 像 我 们 的 大 脑 
把 一 个 物体 看 作 是 一 个 整体 一 样 . 这 就 相当 于 
取消 了 潜 无 穷 和 实 无 穷 之 间 的 区 别 . 事实 上 ， 
排列 整数 时 如 果 不 是 按照 其 自然 顺序 ， 而 是 按 
ЮО, 1, -1,2, -2.3, -3,…, 我 们 马上 可 以 看 
出 这 种 区 别 变 得 毫 无 意义 2， 而 且 ， 康 托 尔 还 
指出 ,否认 实 无 穷 就 意味 着 否认 无 理 数 的 存在 ， 
因为 这 种 数 有 无 穷 的 十 进 制 展开 式 ， 而 任何 有 
尽 小 数 都 只 不 过 是 一 种 存 理 逼 近 . 

然后 , 康 托 尔 又 表明 ,不 是 只 存在 一 个 无 穷 
大 ,而 是 有 很 多 种 类 型 的 无 穷 大 ;这 些 种 类 在 本 
质 上 互 不 相同 ,但 在 很 大 程度 土 也 像 寻常 数 一 
样 可 进行 相互 比较 . 这 种 观点 与 当时 流行 的 观 
点 正好 相反 . 换 句 话说， 存在 一 种 完整 的 无 穷 

[551 大 谱系 ,而 且 在 这 个 谱系 中 ,人 人 们 可 以 说 出 一 些 

比 其 他 无 穷 大 更 大 的 无 穷 大 ， 


Ф 甚至 伟大 的 数学 家 也 免不了 会 犯 这 种 错误 ， 例 如 欧 
拉 就 毫 不 狗 开 地 说 1/0 是 无 穷 大 的 ,并 且 270 E 10 的 两 异 . 

D ”根据 集合 的 定名 。 我 们 放置 一 个 集合 中 的 各 个 元 宗 
RONEFEIRCXCESEBU, 所 以 包括 主 母 е, ó, е 的 集合 与 包括 b, 
a,c 的 集合 是 -- 样 的 . 


不 用 说 ,在 19 世纪 表达 这 种 古怪 的 观点 ， 
不 亚 于 一 种 反叛 行为 因为 这 些 观 点 与 当时 最 
伟大 的 数学 家 的 信条 正好 相反 . 康 托 尔 自己 也 
求 认 这 一 点 ,他 在 1883 FREH: RIEA C E 


”于 与 某 种 与 广 为 流 传 的 数学 无 穷 大 观点 和 经 党 


得 到 捍卫 的 有 关 数 的 实质 的 意见 正好 对 立 的 位 
置 上 . ”这 是 他 针对 他 的 观点 所 受到 的 数学 界 
强烈 批评 所 表达 的 谦卑 解释 . 然而 ， 将 要 来 临 
的 风暴 从 其 猛烈 程度 上 是 空前 的 ， 而 且 它 最 终 
f BR FEAR BU B ЖИЕ. 

康 托 尔 的 论断 是 以 两 个 著名 的 简单 概念 为 
基础 的 : 集合 的 概念 和 一 一 对 应 的 福 念 . 简单 
好 讲 ， 集 合 就 是 一 组 对 象 ， 例 如 一 个 孩子 的 玩 
具 .英语 字母 表 的 字母 ,或 者 自然 数 ] ,2,3,…. 
后 者 是 一 个 无 穷 集 的 例子 ， 这 种 集 有 无 穷 才 个 
JUR. 现在 拿 出 两 个 不 同 的 集合 ,例如 由 a, b, 
组 成 的 集合 以 及 由 i, 2, 3 组 成 的 集合 . 我 们 
可 在 两 个 集合 的 元 素 之 间 建 立 一 种 一 一 对 应 
{简称 1: 1 对 应 ) , 例如 , 我 们 可 以 把 字母 a 与 
数字 І, 与 2, c 与 3 对 应 ; 或 者 我 们 可 以 把 a 
与 2 与 3,e 与 1 配对 , 我 们 把 这 两 个 集合 中 
的 元 素 配 对 的 实际 方法 并 不 重要 一 一 只 要 我 们 
使 这 些 元 素 一 一 配对 并 且 不 漏 掉 丙 个 集 侣 中 的 
任何 一 个 元 素 就 行 . 现在 你 可 能 会 说 ， 这 种 情 
总 只 有 在 两 个 集合 有 棚 同 数目 的 元 素 的 情况 
下 , 才 有 可 能 出 现 , 对 有 限 集 来 说 的 确 如 此 . 
如 果 两 个 有 限 集 的 元 素数 目 一 样 ， 总 能 够 在 它 
们 之 间 建 立 一 种 1: 1 对 应 . 而 且 反 过 来 说 也 
正确 : 如 果 我 们 能 够 在 两 个 有 限 集 之 间 建 立 一 


个 1: 1 对 应 ,那么 我 们 有 绝对 把 握 得 出 两 个 有 
眼 集 的 元 素数 目 相同 的 结论 . 

但 是 无 穷 集会 怎么 样 呢 ?比如 说 ,可 不 可 以 
在 1 :1 的 基础 上 ,在 由 所 有 计数 数组 成 的 集合 
与 由 所 有 偶数 组 成 的 集合 之 间 配 对 呢 ? 告 一 想 
这 种 情况 似乎 不 可 能 会 出 现 ， 因 为 计数 数 的 数 
目 似 乎 是 偶数 的 二 倍 . 然而 ， 如 果 我 们 按照 其 
大小 把 所 有 的 偶数 都 排 成 一 行 ， 这 种 排列 本 身 


就 已 表明 这 种 配对 是 可 能 的 : 
2 4 6 8 10 12 
і t t t 1 1 
156 — 1 2 3 4 5 


这 样 看 来 ,我们 的 直 党 是 错误 的 1 这 种 情况 中 的 
HEEE: 一 个 无 穷 集 可 以 与 其 自身 的 子 集 
进行 对 应 元 素 的 配对 . 这 在 康 托 尔 时 代 已 不 是 
什么 新 东西 ， 伽 利 略 在 他 的 《两 门 新 科学 的 对 
话 》(1638) 中 已 经 认识 到 把 计数 数 的 平方 ( 即 数 
1, 4,9,16,25,…) 与 计数 数 配 对 的 可 能 性 一 一 
IE E SUTECEE EGET. Sm, б 
IRE Н ERA ГОН EIE, fip X 
图 解 开 其 中 的 奥秘 . 康 托 尔 转变 了 这 种 情况 . 
他 简单 扼要 地 宣称 : 当 两 个 集合 (无 论 有 限 还 是 
XR) 能 够 1 : 1 对 应 相 匹 配 时 , 它们 的 元 素数 
目 相 同 . 所 以 他 得 到 的 结论 是 : 偶数 与 计数 数 


Ф kite l S Hb ph EX ЖУ ТЕ ИЙБЕ} ЗУ h os 
ОЕ UB SESLI СИН ЕЕ (1781 - 1848) 的 一 部 著 
作 的 主题 . 3k] З (595 КИР ИЗ. 出 版 于 1851 年 ,是 
作者 的 遗 鞭 【其 手稿 厢 作 者 去 世 前 18 天 才 完 成 ), 波 尔 查 诺 关 
十 雹 穷 集 的 观点 与 康 托 尔 的 观点 己 非 常 接近 .下 洗 的 是 .这 本 
БЇТ ЖЕ ЖШШЕ de SE es op ЖЁН А C180 CR. 


一 样 多 ,平方 数 与 计数 数 一 样 多 , 而 且 整 数 { 正 
的 和 负 的 ) 与 计数 数 一 样 多 . 如 果 我 们 按照 О, 
1, -1,2, -2,3, 一 3,… 的 方案 排列 整数 ,那么 
便 可 很 容易 地 看 到 最 后 一 个 事实 . 此 外 ， 我 们 
能 够 这 样 做 这 一 事实 ， 本 身 就 意味 着 整数 能 够 
与 计数 数 一 一 配对 : 


0 1 -1 2 -2 3 -3 
1 1 t 1 t t 1 
1 2 3 4 5 6 7 


康 托 尔 把 任何 能 够 与 计数 数 集合 1 : 1 配对 的 
集合 称 为 可 数 集 (countable 或 denumerable set) . 
这 样 一 来 , 偶数, 奇数、 整数 ,平方 , 还 有 素数 都 
是 可 数 的 . 

如 此 看 来 ,无 穷 集 好 像 违 背 了 我 们 根深 蒂 
固 的 一 个 经 验 , 即 “ 整 体 大 于 部 分 “了 . 但 是 ， 
我 们 的 经 验 必 定局 限于 有 限 世 界 ; 它们 无 法 
超越 到 无 穷 大 ， 康 托 尔 问 道 : 为 什么 无 穷 集 
合 要 与 有 限 集合 遵循 相同 的 规则 呢 ? 毕竟 我 
们 曾 遇 到 过 适用 于 有 限 计算 的 普通 算术 规则 
不 再 起 作用 的 情况 (例如 无 穷 级 数 )， 所 以 我 
们 没有 理由 再 事先 假设 元 穷 集 合 具 有 与 有 限 
集合 相同 的 特性 , 正 像 我 们 曾经 看 到 的 那样 ， 
在 康 托 尔 之 前 , 很 早 就 已 上 有 人 注意 到 了 无 穷 
集合 可 能 不 大 于 其 自身 的 子 集 这 一 事实 ,并 
且 认 为 这 个 事实 是 一 个 无 法 解释 的 悖 论 : 这 
个 事实 代表 了 任何 无 穷 集 台 的 最 基本 的 特 
Tt: 它 能 够 与 其 自身 的 真子 集 进 行 一 对 一 的 


(D 这 人 句 话 是 欧 几 里 得 《几何 原本 》 中 十 条 公设 中 的 最 后 
一 条 . 我 们 将 在 第 16 章 进一步 谈论 这 些 公设 . 
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пч FEL, 康 托 尔 正 是 使 用 这 个 事 
实 本 身 作 为 无 穷 集 的 定义 -一 这 是 有 史 以 
来 首次 以 一 种 清晰 而 精确 的 方式 定义 这 个 概 
含 ， 而 且 其 中 没有 任何 神秘 主 久 或 含糊 不 清 
zb. 

现在 ， 让 我 们 用 一 点 时 间 回 过 头 来 考虑 我 
们 刚才 提 到 的 集合 一 一 计数 数 , 偶数、 整数 、 平 
AURES. 你 可 能 会 问 ， 难道 这 些 集合 的 
可 数 性 不 是 由 其 成 员 之 间 存 在 的 很 大 的 间 同 引 
起 的 吗 ? 计 数 数 之 间 的 每 个 间隔 是 一 个 单位 { 整 
数 之 闻 也 一 样 )， 侦 数 之 间 的 间隔 是 两 个 单位 ， 
平方 数 之 间 的 间隔 不 断 增 大 (这 些 间 隔 按 奇数 
序列 增长 }， 而 素数 之 间 的 间隔 具有 不 规则 性 ， 
所 以 我 们 可 以 得 出 如 下 结论 : 把 这 些 集 合 与 计 
数 数 相配 对 ， 仅 仅 是 一 个 按照 某 种 规则 重新 组 
织 其 元 素 的 过 程 . 具有 这 种 间隔 的 任何 一 个 无 
穷 集 合 都 可 以 根据 1 : 1 规则 与 计数 数 匹配 起 
Жж, 因而 是 可 数 的 . 反 过 来 似乎 可 以 这 样 说 ， 
为 了 使 一 个 集合 可 数 ， 其 成 员 之 间 必 须 有 这 种 
EIRA. 

其 实 并 非 如 此 ! 这 两 个 结论 中 的 第 一 个 是 
正确 的 ， 而 第 二 个 则 不 然 . 康 托 尔 证 明 甚 至 那 
些 “ 秽 密 " 的 集合 也 可 能 是 可 数 的 一 一 尽管 在 其 
成 员 之 间 不 存在 这 种 闻 隔 . 我 们 已 经 碰 到 过 这 


一 个 于 业 是 从 初始 集中 取出 的 任何 一 组 对 象 ， 它 们 
被 看 作 是 一 个 新 的 集合 . п.к, 8] 是 集合 [a, b, e] BD 
ТЖ, la, c). 14, с], lat, [5], fel. 1a, b, el 和 1 1 也 是 
la, Б.Т, 上 述 最 后 .一 个 集 是 空 集 . д ТВ 
ZIEH TIR: LEFRERE a.b, c) 立 外 均 是 初始 集 的 真子 如 . 


种 集合 一 一 有 理 数 . 康 托 尔 在 1874 年 获得 了 
一 个 历 吕 性 发 现 : 尽 管 有 理 数 具有 稠密 性 ,但 是 
它们 是 可 数 的 . 在 研究 无 穷 大 问题 时 ， 直 党 好 
像 是 一 个 十 分 拙 秒 的 向 导 ，! 

为 了 说 明 这 个 问题 , 康 托 尔 指出 ,我 们 必须 
首先 放弃 我 们 根据 数 的 大 小 排列 和 三 何 数 集 的 自 
然 倾 向 . 我 们 在 说 明 整 数 是 可 数 的 时 候 ， 已 经 
放弃 过 这 种 企 向 . 有 理 数 具有 稠密 性 一 一 这 一 
事实 表明 在 任何 两 个 有 理 数 之 间 {无 论 它们 多 
么 接近 ), 总 可 以 找到 第 三 个 有 理 数 . 正 因为 如 
此 , 现在 我 们 的 任务 就 更 难 了 . 有 理 数 的 稠密 
性 可 能 会 使 人 人 认为， 无论 按 照 什么 策略 梳 举 它 
们 都 是 注定 要 失败 的 ， 然 而 康 托 尔 却 证 明 有 一 
种 方法 可 这 样 做 一 一 一 个 一 个 地 列 出 所 有 的 有 
ER, Ж. 康 托 尔 的 方法 是 把 有 
理 数 排列 成 一 个 无 穷 阵 列 : 


Mtkid 4s жк aakherrasseaakevweesemectétuts 


该 阵列 第 一 行 包 括 所 有 分 母 是 1 的 分 数 ， 也 就 
是 说 所 有 的 自然 数 ; 第 二 行 包 括 所 有 分 母 为 2 
的 分 数 , 以 此 类 推 . 【在 每 一 行 之 内 , 确实 是 按 
照 分 数 的 大 小 对 其 进行 排列 的 . ) 然后 康 托 尔 
沿 该 阵列 往返 移动 出 一 条 路 径 : 


[58] 


如 果 我 们 沿 这 条 路 径 一 直 走 下 去 一 一 向 右 一 
步 , 然后 斜 着 下 去 , 然后 向 下 一 步 , 然后 斜 着 向 
上 ,然后 再 向 右 一 步 , 这 样 一 直 继 续 下 去 , 那么 
我 们 将 一 个 一 个 地 走 过 所 有 的 正 分 数 . 真 的 ， 
在 这 条 路 径 上 我 们 将 会 遇 到 以 前 有 着 不 同 “ 名 
称 的 分 数 , 例 如 2/2,3/3,4/4 等 等 ,所 有 这 些 
分 数 都 等 于 1; 我 们 径直 越过 这 些 分 数 , 然后 又 
像 以 前 一 样 继续 走 这 条 路 径 . 从 本 质 上 讲 ， 我 
们 将 能 够 把 所 有 的 正 分 数 一 个 接 一 个 地 排 成 一 
列 . 换 句 话说 ， 我 们 能 够 数 这 些 分 数 一 一 它们 
是 可 数 的 ! 有 理 数 是 可 数 的 这 一 发 现 一 反 我 们 
的 直觉 , 给 康 托 尔 留 下 的 印象 如 此 之 深 ， 以 致 
[591 于 他 大 声 呼喊 :我 看 见 了 它 ,但 是 我 不 相信 它 !" 
这 翌 看 来 ,尽管 分 数 集 总 体 很 稠密 ,然而 它 
的 元 素 与 有 很 大 间隔 的 计数 数 集 的 元 素 一 样 多 . 
此 时 , 康 托 尔 决定 给 所 有 的 可 数 集 一 种 标记 :他 
把 它们 称 为 具有 基教 站" 的 集合 (BERAE 
字母 表 的 第 一 个 字母 ,发育 为 "aleph") ©. Ж 


(O МЕЖЕ ЖШ ЛИ I И] Machiigkeit, 译 成 英 诸 为 
"Power , Л AJ" cardinal number" Brit 88. 


为 从 的 所 有 集合 所 具有 的 成 员 数 中 正好 等 于 
计数 数 集 的 成 员 数 目 ,因而 是 可 数 的 . 

这 里 ,我 们 可 能 会 开始 推测 ( 康 托 尔 本 人 以 
前 也 曾 这 样 做 过 ) 可 能 所 有 的 无 穷 集 都 是 可 数 
的 ， 然 而 康 托 尔 却说 明 有 一 些 和 集合 非常 稠密 以 
致 于 无 法 数 , 这 种 集合 中 的 一 种 是 处 在 一 条 无 
穷 直 线 (实数 直线 ) 上 的 点 的 集合 . 这 些 点 又 对 
应 于 我 们 的 实数 系统 ， 即 以 不 同形 式 出 现 的 所 
有 小 数 的 集合 【 见 第 65 页 ). 这 两 个 集 形成 了 
一 个 连续 统 ; 它们 包含 的 元 素 比 一 个 可 数 集 包 
Ел 2—1 Н 23195. 它们 的 无 穷 性 
体现 为 比 从 更 高 的 基数 . 康 托 尔 称 这 种 无 穷 
大 为 С.Я. 
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为 了 说 明 实数 无 法 计数 ， 康 托 尔 首先 证 实 
了 一 个 事实 ;这 个 事实 如 果 说 有 什么 特殊 之 处 ， 
只 不 过 是 它 昕 起 来 几乎 难以 置信 : -FARK 
的 直线 上 的 点 与 该 直线 上 一 仿 有 限 线段 上 的 六 
一 样 多 . 其 证 明 (如 图 10. 1 所 示 ) 是 那样 简单 , 
以 致 于 人 们 会 感到 纳闷 ; 为 什么 在 康 托 尔 之 前 
无 人 得 到 这 个 发 现 . 这 说 明 我 们 把 一 条 直线 看 
作 是 由 很 多 墨水 点 组 成 这 个 观念 ， 在 本 质 上 是 错 
误 的 :物理 上 的 点 与 数学 上 的 点 毫 无 相同 之 处 ! 

在 表明 了 这 一 点 之 后 ， 尚 需 康 托 尔 去 做 的 
全 部 工作 , 便 是 证 明 一 条 有 限 线 段 上 的 点 是 数 
不 过 来 的 . 他 在 他 著名 的 “对 角 线 "论证 中 证 明 


» 


а ° 
图 10. 1 (а) 8: AB BASER CD 的 点 一 一 对 应 , 证 明 这 
条 线段 与 这 个 半 国 有 一 样 多 的 点 . (b) 这 个 半 贺 的 点 现在 与 整 
茶 直 线 的 点 -一 对 应 起 来 .所 以 ,一 条 有 限 的 线段 与 一 条 无 限 
ВАРНЕ В кр: 


了 这 一 点 , 他 选择 了 实数 直线 上 从 0 到 1 的 区 
间作 为 他 的 有 限 线段 . 这 条 线段 上 的 每 个 点 都 
对 焉 于 一 个 真 分 数 ， 即 0 和 1 之 同 的 一 个 小 数 , 为 
了 避免 出 现 可 能 的 合 棚 不 清 现象 ， 我 们 可 以 把 
所 有 这 些小 数 者 看 成 是 无 穷 的 ， 所 以 0.5 之 类 


的 分 数 可 被 等 价 分 数 0.499 9 … 所 代替 ( 见 第 44 1611 


M). 康 托 尔 假设 这 个 小 数 集 能 被 数 得 过 来 ; 这 
就 意味 着 我 们 能 够 一 个 不 漏 地 逐个 列 出 0 和 1 
之 间 的 所 有 小 数 . 让 我 们 使 用 字母 而 不 是 实际 
数字 ， 以 符号 形式 列 出 这 个 表 : 第 一 个 小 数 是 
0. a;a2a y 7 ,第 二 个 小 数 0. b ozr…, 依 此 类 推 ， 
直到 我 们 列 出 0 和 1 之 闻 的 所 有 小 数 为 止 ， 这 
样 一 来 ,我 们 的 表 就 成 为 : 


г=2 0.212205 


r= 0, cer" 


于 是 , 根据 我 们 的 假设 , 这 个 表 包 括 了 0 和 1 之 
间 的 所 有 实数 . 但 是 康 托 尔 却 “建立 了 ”一 个 不 
在 此 表 之 中 的 位 于 0 和 1 之 闻 的 实数 . 他 通过 
下 列 途 径 达 到 了 目的 : 选择 任何 一 个 不 同 于 a 的 
新 的 数 作为 第 一 位 数 ， 任 何 一 个 不 同 于 5 的 新 
的 数 作 为 第 二 位 数 ， 任 何 一 个 不 同 于 ;的 新 的 
数 作为 第 三 位 数 , 依 尼 类 推 , 永 无 止境 ，( 实 例 说 


号 ”我 们 使 用 英语 字母 表 的 字母 这 一 事实 ， 当 热 并 不 鹿 
ERER 26 个 数 之 后 我 们 的 表 就 结束 . 事实 上 、 我 们 可 以 使 
用 更 一 般 的 记号 (例如 双 角 标 ) 表 示 数 字 :0.q11awai… 表 示 第 
一 个 小 数 , 0.asawan… 表 示 第 二 个 小 数 , 依 此 类 推 . 然而 为 
了 简单 起 见 ,我 们 将 使 用 单 角 标 . 
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HH: 如 果 我 们 表 中 的 前 三 个 数 是 0.274-…， 
0.851… 和 0.308…, 那 么 我 们 选择 除 2 之 外 的 任 
何 一 个 数 作为 小 数 点 后 首位 数 , 除 5 之 外 的 任何 
一 个 数 作为 第 二 位 数 , 除 8 之 外 的 任何 一 个 数 作 
为 第 三 位 数 , 等 等 . ) 所 以 这 个 新 的 数 的 形式 为 ; 
ге О. x xx. 
其 中 хузг а, xi Б, xy єз, REEE. (COE ff 
线 "的 名 称 正 是 来 源 于 这 个 模式 . ) 很 显然 , 这 
个 新 的 数 是 0 和 ] 之 间 的 一 个 实数 ， 然 而 从 它 
的 构造 方法 本 身 看 ， 它 不 同 于 原 有 囊 中 的 任何 
一 个 数 . 这 就 产生 了 一 个 矛 慎 ， 因 为 我 们 曾经 
恨 设 我 们 的 表 中 包 播 0 和 1 之 间 的 所 有 实数 ， 
所 以 , 这 个 区 间 (以 至 于 整 条 实数 直线 ) 中 的 所 
有 实数 都 是 可 数 的 这 一 假设 ， 被 证 明 是 错误 的 . 
因此 ,实数 形成 了 一 个 不 可 数 集 , 即 一 个 数字 连 
续 统 , 康 托 尔 使 用 字母 C 表示 它 的 基数 全 . 
这 样 ， 康 托 尔 实际 上 就 建立 了 一 种 无 穷 大 
谱系 ,其 中 具有 基数 C 的 所 有 集合 的 地 位 , EJ 
高 于 作为 可 数 集 的 , 具有 基数 汽 , 的 集合 . 不 存 
在 基数 小 于 锥 ,的 无 限 集 ;即使 我 们 通过 从 计数 
数 集中 消去 例如 偶数 的 方法 , k FS 
Ж. 我 们 仍然 得 到 一 个 具有 基数 Ss BUE (Bl 
奇数 集 ). 如 果 我 们 从 计数 数 中 消除 所 有 的 奇 
数 ( 剩 下 偶数 ) ,消除 所 有 的 合 数 ( 趴 剩 下 素数 ) , 


外 ”因为 实数 包括 有 理 数 和 无 理 数 . 其 中 前 者 可 数 ; 实数 
的 不 可 数 性 意味 着 无 理 数 也 是 不 可 数 的. 这 就 意味 着 .由 于 一 
些 点 对 应 于 无 理 数 这 一 事实 ,在 实 歼 直线 上 所 留 下 的 “空洞 " 
实际 小 比 有 有理数 的 “ 非 补 润 ”要 多 得 多 ! 这 就 是 涉及 无 穷 大 的 
ОТНЕС Н RITHM AARLE АНС. 


等 等 ,那么 上 述 情况 也 是 成 立 的 ; 剩 下 的 集合 仍 
然 与 原来 的 集合 有 一 样 儿 的 元 素 ! 

另 一 方面 ， 康 托 尔 找到 了 基数 甚至 比 C 还 
大 的 集 . 他 通过 证 明 一 个 给 定 集 的 所 有 子 业 的 
集合 总 是 比 原 来 集合 具有 更 多 元 素 而 做 到 了 这 
一 点 . 对 一 个 有 限 集 来 说 , 这 一 点 非常 明显 ; 例 
WE (а, Б, с} ВОЯ (а). tb), (6), fa. b}, 
а.с fülb, ck, 我 们 还 必须 加 上 所 谓 的 * 空 集 ” 
CHIESE Ga b. | ER. 所 以 ,从 由 三 个 元 素 
组 成 的 初始 集中 ,我 们 异 出 了 一 个 由 人 个 (= 2) 
元 素 组 成 的 新 集合 . 这 一 结果 可 被 推广 到 任何 
一 个 有 限 集 ; 如 果 某 个 集合 有 n 个 元 素 , 那么 它 
的 所 有 子 集 (包括 空 集 和 初始 集 自身 ) 的 集合 有 
2" 个 元 素 ,2" 总 是 大 于 n. 然后 康 托 尔 把 这 些 结 
果 推 广 到 无 限 集 : 他 引 人 的 观念 由 于 大 胆 而 具 
有 革命 性 一 一 人 们 通过 考虑 初始 集 的 所 有 可 能 
子 集 ， 可 以 由 任何 无 限 集 建立 一 个 实际 上 比 初 
始 集 有 更 多 元 素 的 新 集合 . 这 确实 是 一 个 令 人 
难以 想象 的 观点 ,我 们 怎么 能 够 想象 一 种 比 直 线 
上 所 有 点 的 集合 { 即 连续 统 ) 数量 还 要 多 的 东西 
呢 ? 我 们 必须 认识 到 {而 且 康 托 尔 也 指出 ); 我 们 
在 这 里 研究 的 主要 是 一 个 思想 过 程 ,借助 我 们 心 
智 的 能 力 设 想 这 种 集合 ; 这 种 集合 是 否 (在 物理 
意义 上 ) 实 际 存在 ,与 我 们 的 问题 毫 不 相干 卫 


(DD ”大 们 可 能 会 认为 二 维 平面 比 一 维 直 线 有 更 名 的 点 . 
但 基 在 这 里 我 们 的 直觉 再 -- 次 出 现 了 问题 ， 康 托 尔 证 明 诗 面 
上 的 点 与 直线 上 的 点 一 样 多 . 三 维 空间 也 相同 ,而 且 事实 上 任 
说 一 个 有 可 数 维 数 的 "多 维 空间 "的 情况 也 一 样 . 所 以 说 , 维 数 
时 一 个 空间 所 含 的 点 的 数量 之 间 没 有 任何 关系 . 


ЕЕЕ EHE TCARAS UY LRA: 如 
果 我 们 能 够 从 任何 一 个 给 定 集 《有 限 的 或 无 限 
的 ) 建 立 一 个 比 初始 集 有 更 多 元 素 的 新 集合 (对 
[tes] 有 限 集 来 说 ,“ 蝎 多 "是 从 这 个 词 的 一 般 意 义 上 
讲 的 ;而 对 于 无 限 集 来 说 ,“ 更 多 "是 从 基数 的 意 
х ЕАУ). 那么 这 个 过 程 可 以 重复 下 去 ; 也 就 
是 说 ， 我 们 可 以 从 这 个 新 集合 中 建立 一 个 有 更 
多 元 素 的 集 , 依 此 类 推 ,直至 无 穷 ! 人 事实 上 ,我 
们 已 经 生成 了 无 限 业 的 无 穷 谱 系 ; 其 中 ， 每 个 
( 子 集 的 ) 新 集合 比 推导 出 它 的 那个 集 的 基数 更 
X. 康 托 尔 使 用 279, 2 等 等 表示 这 些 不 断 增 
加 的 基数 一 一 类 似 于 有 限 集 的 情况 ; 在 有 限 集 
中 ,基数 遵循 序列 2^, 27. 5:55. 在 这 个 谱系 
中 , 基数 相同 的 所 有 集合 可 在 1 : 1 的 基础 上 相 
豆 配 对 ,而 不 同 基数 的 集 则 不 能 如 此 配对 . 
基数 hy a. 299 22 0 … 开 始 被 称 为 超 限 基 
AO. 超 限 基数 把 有 限 集 的 数值 谱系 n < 2"< 
27 « -- 推广 到 无 限 集 ， 因 此 我 们 可 写 出 tS. < 


РОР 康 托 尔 又 把 这 种 类 比 向 前 扩展 
一 步 ， 他 饥 立 了 超 限 上 基数 的 算法 . 这 种 算法 相 
对 于 “常识 ", 即 有 限 数 的 一 般 算法 而 言 , 显 得 非 
常 不 可 思议 . 在 超 限 算法 中 ， 我 们 发 现 很 多 奇 


Ф Ваяр. XXI z rb Л: ЖЕЛИ КЖЕ 
之 快 也 是 十 分 显著 的 . 如 果 我 们 从 一 个 三 元 罕 集 合 开始 ,其 于 
集 的 案 合 将 有 有 2 =8 TOUR 这 个 集合 于 集 的 集合 有 了 =256 个 
AX. 下 一 个 集合 将 有 PONER (HET 10, 是 一 个 巨大 的 
WO . 依 此 类 推 . 整个 宇宙 所 具有 的 怕 体 据 估 计 也 只 有 10°@ h 
这 … 事 实 , 我 们 可 以 理解 上 述 最 后 -TRF RER. 

O 在 集合 论 中 ,一 般 的 计数 数 被 称 为 有 限 基数 . 


怪 的 规则 , 例如 1e о= о (这 可 用 来 解释 序 
ВРЛА), Boe FS = $S (x M 
仅 说 明 , 如 果 我 们 把 两 个 可 数 集结 合 起 来 ,那么 
合并 起 来 的 集合 仍 将 可 数 1， 引 。 SS = S (E 
说 明 可 数 集 的 可 数 无 穷 多 的 并 集 仍然 可 数 )】 0? ， 
还 有 其 他 类 似 的 奇怪 公式 . 

岂 于 有 了 这 些 发 展 , 避 在 澄清 无 穷 大 的 概念 
并 且 揭 开 其 神秘 面纱 的 长 期 而 艰苦 的 努力 , 似乎 
最 终 得 到 了 成 功 的 结论 . 伯 特 兰 . 罗素 在 1910 
年 写 道 :“ 以 前 围绕 数学 无 穷 大 的 困难 问题 的 解 
次 ,可 能 是 我 们 这 个 时 代 引 为 自豪 的 最 伟大 的 成 
就 . ”我 们 这 个 时 代 最 伟大 的 数学 家 大 卫 : 希 尔 
伯 特 (1862 - 1943) 在 评说 康 托 尔 的 贡献 时 这 样 
说 道 :“ 任 何人 都 无 法 把 我 们 从 康 托 尔 为 我 们 创 
建 的 乐园 中 赶 走 . ”然而 , 康 托 尔 的 个 人 生活 很 
快 就 发 生 了 悲剧 性 道 转 . 在 他 生命 的 后 期 , 他 受 
尽 了 抑郁 症 的 折磨 ,这 日 益 干 扰 了 他 的 创造 性 工 
fE. 这 种 状况 至 少 部 分 是 由 他 的 众多 同事 对 其 
观点 的 严厉 批判 引起 的 . 他 尤其 受到 了 他 以 前 
的 老师 利 奥 波 德 . 克 罗 内 克 的 攻击 , БЕЛУ PE 
本 人 是 一 位 著名 的 数学 家 , 但 是 他 极端 保守 , 他 
不 仅 排 斥 实 无 穷 , 而 且 不 允许 每 个 不 是 直接 以 
自然 数 为 基础 的 东西 进入 数学 领域 了 然而 ， 人 


O ”我 们 在 说 明 有 理 数 是 可 数 的 (第 时 页 ) 时 .已 巧 抄 地 
接受 了 这 个 规则 . 

© 正 是 克 罗 内 克 村 所 了 名 言 :" 上 帝制 造 了 了 整数, 164: 
的 全 部 是 人 的 工作 .“ 他 对 实 无 穷 带 不 妥协 的 反对 ,使 他 走 得 
如 此 之 还 ,以 青 于 达到 从 数学 中 取缔 无 理 数 的 程度 ,这 实际 上 上 
区 把 数学 带 回 到 了 毕 达 哥 拉 斯 时 伐 所 处 的 状态 之 中 ， 
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们 怀疑 克 罗 内 克 对 康 托 尔 的 猛烈 攻击 不 是 纯 学 
术士 的 ; 这 些 攻 击 有 忌妒 季 以 前 的 学 生 的 倾向 ， 
因为 他 的 学 生 的 名 望 突然 间 超 过 了 他 本 人 . БЕ 
托 尔 于 1918 年 在 精神 病院 去 世 

厦 尔 伯 特 说 到 的 乐园 也 没有 持续 太 长 时 间 . 在 
新 世纪 开始 的 那 一 年 ， 在 巴黎 举行 的 第 二 届 国 
际 数学 家 大 会 开会 前 的 一 场 历史 件 演 说 中 ， 和 希 
尔 伯 特 向 数学 界 提出 了 23 个 悬而未决 的 问题 ， 
他 认为 解决 这 些 问题 对 数学 的 未 来 具有 极其 重 
大 的 意义 . 和希 尔 伯 特 问题 中 的 第 一 个 ， 便 是 康 
托 尔 本 人 在 1884 年 曾经 提出 过 的 . 我 们 已 经 


知道 ， 康 托 尔 创 立 了 一 种 由 超 限 基数 闪 。，2% 


2275. … 表 示 的 无 穷 大 的 谱系 . 但 他 还 表明 实数 
有 一 个 比 维 ,大 的 超 限 基数 C, 而 且 事 实 上 他 是 
能 证 明 2 等 于 C 的 ,也 就 是 说 ,自然数 的 所 有 
子 集 的 集合 所 具有 的 元 素数 正好 等 于 所 有 实数 
的 集合 的 元 素数 . 那么 ， 展示 在 康 托 尔 面前 的 
问题 便 是 : 我 们 能 够 找到 一 个 基数 在 PR C 
之 间 的 集合 吗 ? 康 托 尔 猜想 其 答案 为 “不 能 ” ,但 
是 他 却 不 能 证 明 他 的 猜想 . 

与 有 限 集 进 行 类 比 在 这 里 是 俗 当 的 . 从 一 
个 由 两 个 元 素 (n = 2) 构成 的 集合 出 发 ,通过 反 
复 地 建立 于 和 集 的 集合 ， 我 们 得 到 了 基数 22 = 4, 
2%= 16, 2'®= 65 536, 等 等 的 序列 . 但 是 , 在 这 个 
过 程 中 我 们 永远 也 得 不 到 一 个 比如 说 有 三 个 元 
素 组 成 的 集 (即使 我 们 从 n 的 任何 其 他 值 开 
始 , 这 样 说 也 是 对 的 ). 这 样 一 来 , 子 集 的 集合 
代表 的 只 不 过 是 所 有 可 能 的 有 限 集中 很 小 的 一 
部 分 . 康 托 尔 在 刚 开 始 时 假设 无 穷 集 合 也 有 类 


似 的 情况 ,也 就 是 说 ,存在 一 些 例 如 由 愉 o 和 2^9 
之 亲 的 基数 组 成 的 集 ( 正 像 2< 3< 关 一 样 ). 但 
是 , 当 他 试图 * 找 到" 这 种 集合 的 所 有 努力 都 失 
败 的 时 候 , 他 开始 认为 这 种 集合 是 不 存在 的 ;更 
АЖ, ахта, 而 小 于 25° (因而 小 


.于 C) 的 集合 是 不 存在 的 . 康 托 尔 的 猜想 被 称 


ERARE ARARE 1900 年 发 表 的 历 
史 性 演讲 中 向 数学 家 提出 任务 ， 或 者 是 证 明 连 
续 统 假设 ,或 者 是 借助 反例 { 即 构成 一 个 其 基数 
Е VR C ELIBIBSSE GG DEG UT . 

证 明 或 否 证 连续 统 假设 的 问题 ， 隐 隐约 约 
地 在 以 后 的 数学 界 出 现 了 六 十 年 . 当 这 个 问题 
在 1963 年 得 到 最 终 解 决 的 时 候 , HUE E Eb 
人 吃惊 : 这 个 假设 既 对 又 错 -- 一 这 要 看 人 们 从 
什么 样 的 假设 开始 ! 这 种 惊人 的 发 现 给 数学 带 
来 了 冲击 波 ， 我们 在 今天 仍然 能 够 感觉 到 这 种 
冲击 波 的 影响 2 人们 已 经 证 明 连 续 统 息 设 与 
集合 论 的 公理 无 关 ; 我 们 可 以 把 它 看 作 是 一 个 
可 以 任意 接受 或 拒绝 的 附加 公理 . 这 个 概念 尽 
管 令 人 吃惊 ,但 在 它 之 前 并 不 是 没有 先例 ,因为 
一 个 类 似 的 概念 已 在 几 百 年 之 前 进入 了 数学 的 
另 一 个 分 支 . 这 个 分 支 便 是 几何 学 ， 现 在 我 们 
便 开 始 讨 论 这 个 分 支 ， 


D E-EN, 这 个 猜想 指出 在 内 。 和 28e ciu). роо 
和 22 等 等 之 间 不 存在 赵 限 基数 ,这 就 是 广义 连续 统 个 设 ， 
Q ”我们 将 在 附录 中 简要 地 讨论 这 些 发 展 , 
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第 二 篇 “几何 的 无 穷 大 


在 无 穷 大 那里 ,不 能 发 生 的 事情 
都 会 发 生 , 


一 一 一 个 不 知 姓名 的 中 小 学 生 


TED de я ДЕЙ B o 
尾巴 的 dE. 转载 自 Bruno 
Muai AHRR 一 书 ， 
Witenbom and Company, 
New York, 1970, 转载 时 经 
Winenbom Ап Books, Ine. 
学 许 . 
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TUR —TOR 8 ik h) ЖАЙ 
无 终 的 乐谱 . HRA Bruno 
Маған 圆 的 发 更》 一 书 ， 
Wirtenbon and Company, 
New York, 1970, 转载 时 经 
Wiutenbom An Books, doc. 
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你 的 望远镜 的 焦距 范围 从 15 Ж 
尺 到 无 穷 远 及 其 之 外 . 
一 一 摘自 一 性 望远镜 制造 商 
的 说 明 书 


几何 学 是 研究 形式 和 形状 的 学 科 . 我 们 最 
初 接触 几何 学 时 ,通常 要 涉及 三 角形 .正方 形 和 
圆 之 类 的 图 形 ,或 者 立方 体 .圆柱 体 和 球体 之 类 
的 立体 . 这 些 物体 的 长 度 、 面 积 和 体积 大 小 都 
有 限 一 一 像 我 们 周围 的 绝 大 部 分 物体 一 样 . E 
一 想 ， 无 穷 大 的 概念 似乎 应 被 排除 在 寻常 的 几 
何 学 之 外 . 然而 ,事实 并 非 如 此 ,这 一 点 从 最 简 
单 的 几何 图 形 一 一 直线 中 已 经 可 以 看 出 . 一 条 
直线 在 两 个 方向 上 无 限 延 伸 ， 而 且 我 们 可 以 把 
它 看 成 是 一 种 在 一 维 世 界 中 “远离 现实 ”的 方 
Б. 我 们 将 要 看 到 , 正 是 这 种 简单 的 观念 ,在 19 
世纪 中 期 前 后 使 数学 思想 产生 了 最 为 深刻 的 革 
命 一 创立 了 非 欧 几何 学 . 

圆 的 简单 性 排 在 直线 之 后 . 尽管 其 尺度 有 
限 , 但 是 人 们 可 图 绕 着 它 无 休止 地 走 下 去 ,而 且 
总 是 环绕 相同 的 地 方 . 正 因为 如 此 ， 我 们 把 图 


图 11.1 直角 坐标 ， 


{及 其 三 维 对 应 物 一 一 球体 ) 看 作 是 有 限 但 却 无 
Жа. 自古 以 来 , 圆 就 是 有 规律 重复 出 现 .周期 
人 性 以 及 永恒 运动 等 等 的 象征 一 一 你 只 需 想 一 想 
白天 和 黑夜 的 每 日 短 环 、 委 节 一 年 一 次 的 循环 
或 者 生 与 死 的 永恒 循环 . 你 能 把 直线 的 实际 无 
穿 人 性 与 贺 的 象征 无 穷 性 联系 起 来 吗 ? 当然 能 ; 正 
如 我 们 将 要 看 到 的 那样 ， 有 某 种 数学 变换 可 把 
一 种 无 穷 性 变换 成 另 一 种 无 穷 性 . 

我 们 在 初等 代数 中 学 过 了 劝 数 及 其 图 形 . 
隔 数 就 是 商 个 或 才 个 变量 之 间 的 关系 了 ， 我 们 
可 以 和 使 用 数学 方程 式 表 示 这 种 关系 ， 但 是 使 用 
#5 - ЖЕЛ (1596- 1650) 于 1637 年 最 先 提 
出 的 想法 通常 会 更 方便 ， 在 坐标 系 中 以 图 象形 
Xii HE PR. 通常 情况 下 坐标 系 包括 两 条 互生 
直线 ,或 “坐标 轴 ” ,其 上 标 有 刻度 . 一 个 点 已 在 
平面 中 的 坐标 由 它 到 这 两 个 轴 的 距离 + 和 y 
确定 ; 我 们 说 P 的 举 标 是 x A у, 写作 (x, y) 
(图 11. 1). ШЖ y 是 x 的 一 个 函数 , ЯБА R 


Pix y? 


Q Hed, BERELER: 应 该 由 一 个 变量 的 每 个 
允许 值 正好 导致 另 一 个 变量 的 一 个 值 ， 
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11 x 变化 时 , 点 P {бн — RIZR, 这 就 是 
这 个 函数 的 图 象 . Pun, 方程 2x + Зу = 1( 或 更 
RES H Ar + By = C) 由 一 条 直线 表示 ， 
y l 由 单位 圆 表示 , 而 237 3y:= 1( 或 者 
更 一 般 地 写 为 Ax?+ By2= 1， 其 中 4 В HE 
常数 ) 由 一 个 粮 圆 表示 ( 见 图 11.2- 11.4). 

圆 和 椭圆 都 有 具有 有 限 的 尺度 一 一 它们 占有 
坐标 平面 的 有 限 区 域 . 其 他 的 曲线 在 一 个 或 多 
个 方向 上 向 无 穷 大 延长 ;我 们 已 经 见 到 过 直线 ， 
我 们 现在 再 增加 土 抛物 线 和 双 曲 线 (图 11.5 39 


图 11.2 -条 直线 : À + 
Ву = C. 
H Y 
图 11.3 FHM ttyl. 
[ : . o Bana WA: Av + By: = 
1(4.820). 


B 11.3 PH 11.4 
M y 
` 1.5 抛物 线 ; y= 
О 1 i 
azl(a > Q). 
—-—% А n В 11.6 WHR: y = ar 上 
ta>0). 
[69] 图 14.5 PR 11.6 
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图 11.7 五 种 阅 锥 曲线 . 


Bis 抛物 线 是 与 焦点 
F WIESE d 距离 由 等 的 所 
有 点 的 轨迹 . 


11.6). 这 五 种 曲线 构成 了 圆锥 曲线 族 , 之 所 以 
这 样 称呼 ， 是 因为 它们 都 是 由 一 个 平面 以 各 种 
人 射 角 切 割 一 个 圆锥 而 得 到 的 (图 11.7). 希腊 


大 已 经 知道 所 有 五 种 圆锥 曲线 ， 而 且 所 有 这 五 
种 曲线 注定 要 在 几何 学 中 起 到 重要 作用 ， 因 为 
天 体 一 一 不 管 是 行星 、 在 星 或 是 卫星 一 一 都 一 
定 沿 着 这 些 曲线 运 动 . 

对 我 们 来 说 ， 抛 物 线 尤 其 有 趣 . 抛物 线 是 
到 一 条 给 定 直 线 d 和 不 在 d 上 的 一 个 点 F EE 
离 相 等 的 所 有 点 的 轨迹 (图 11.8). 直线 d 是 抛 


物 线 的 准 线 , 点 下 是 其 焦点 . 与 所 有 的 圆锥 曲 
线 一 样 ,抛物 线 是 一 个 对 称 曲线 ; 它 的 对 称 线 称 
为 四， 是 经 过 焦点 且 垂 直 于 准 线 的 直线 . ШЖ 
我 们 把 抛物 线 看 成 是 一 个 反射 面 ， 而 且 把 光源 
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正好 放 在 其 焦点 上 ， 那 么 从 该 光源 发 出 的 光线 


将 被 反射 到 同一 个 方向 上 去 .也 就 是 与 轴 平 行 . 
反 过 来 说 ， 以 平行 于 轴 的 方向 从 和 运 处 到 达 掀 物 
线 的 光线 ， 经 反射 后 将 聚集 到 焦点 上 (图 11.9). 


L| 


抛物 线 的 这 种 特性 被 应 用 于 现代 轿车 ， 其 前 灯 
有 一 个 抛物 面 ， 因 此 能 十 分 有 效 地 反射 光 . 但 
是 很 显然 这 种 想法 并 不 新 鲜 : 传说 十 分 熟知 圆 
锥 曲线 的 阿 基 米 德 在 罗马 人 与 迎 太 基 的 战争 
中 , 曾 运 用 这 一 原理 抵抗 罗马 入侵 者 ,保卫 叙 拉 
古城 . 据说 他 建造 了 很 多 巨大 的 抛物 面 镜子 
并 且 使 镜子 对 准 围 困 该 城 的 罗马 舰队 ， 因 而 异 
助 于 聚集 色 每 个 抛物 线 焦 点 上 的 太 查 光 ， 使 敌 
舰 燃 起 了 熊熊 大 火 ®. 

抛物 线 像 直 线 一 样 是 一 条 连续 曲线 : 可 以 
涪 使 用 铅笔 一 笔 便 可 画 出 一 条 抛物 线 . 双 曲 线 
就 不 是 这 样 ， 它 包括 两 个 离散 分 支 . 你 可 以 沿 
着 一 个 分 支 走向 无 穷 大 ， 治 另 一 个 分 支 走 向 负 
无 穷 大 ， 但 是 你 却 不 能 从 一 个 分 支 转换 到 另 一 
分 支 : 好 像 双 曲线 在 无 穷 大 的 地 方 从 视线 中 消 
逝 。 又 从 负 无 穷 大 一 方 再 次 出 现 . 这 种 异常 特 


Ф “焦点 "(fneus] 一 词 在 拉丁 语 中 是 “火炉 "的 意思 ， 


Юто 抛物 线 的 反射 特 
人 性: 语 轴 从 无 穷 远 来 的 光线 
ЖЕ FF 上. 


性 在 数学 中 很 常见 ， 然 而 它 肯 定 给 许多 非 专业 
人 士 留 下 了 很 竣 的 困惑 ， 正 像 温 斯 顿 ' 成 吉尔 
在 《我 的 早期 生活 ?中 该 谐 地 指出 的 那样 : 


ERANTIRA REIA 
料 ， 我 看 到 一 个 量 经 过 和 无穷大 并 且 改 
变 正 负 号 , 我 准确 看 到 了 这 是 如 何 发 
生 的 ， 而 且 为 件 各 这 种 自 相 耶 盾 是 不 
LE SA DEL 但 是 这 是 在 饭 后 ， 我 由 
它 去 了 ! 


双 曲 线 与 一 对 “引路 至 无 穷 大 ”的 直线 相 联 
Ж. 这 两 条 直线 叫做 渐 近 线 ,它们 是 双 曲 线 在 无 
穷 远 处 的 切线 . 曲线 逐渐 地 接近 渐 近 线 , 但 是 
永远 也 接触 不 到 渐 近 线 . 如 此 看 来 , 渐 近 线 就 是 
第 3 章 讨论 的 极限 概念 的 图 形 等 价 物 . 

为 一 个 有 一 条 渐 近 线 的 函数 是 指数 函数 
уха, ЖЖЖ a 是 任何 大 于 1 的 数 . 这 个 函 
数 表示 了 一 个 连续 递增 几何 级 数 ( 见 第 41 页 ): 


如 果 “ 自 变量 ”x 以 等 量 增加 , 那么 “ 因 变量 ”y [721 


则 以 等 比 增加 . 该 函数 的 图 形 刚 开 始 时 增长 适 
中 , 然后 以 一 种 不 断 增 加 的 速度 向 无 穷 大 增长 . 
PREX y = a 以 相同 方式 ,表示 了 一 个 连续 递 
减 几何 级 数 : ЖЕЛЕТ АВ “ЖЕЛЕ” 为 零 ， 图 
11.10 并排 给 出 了 这 两 个 图 形 , 它们 彼此 于 为 
镜像 . 
币 卡 儿 的 直角 坐标 系 不 是 唯一 的 绘制 函数 
图 像 的 方法 . 我 们 还 可 使 用 极 坐 标 ， 其 中 的 自 
变量 是 绕 一 固定 点 ( 称 为 极点 ) 的 旋转 角 0, 而 


图 11.10 ERKA: 
labii y= а": 
* ^ (QUEM; ac^. 
因 变 量 则 是 到 该 极点 的 距离 r( 图 11.11). 在 
级 坐标 系 中 男 一 个 孙 数 ， 可 能 会 使 一 个 热 释 的 


Bud Ф. 


173) 图 形变 得 认 不 出 来 : 一 条 直线 变 成 一 条 线性 螺 
线 (图 11.12). "， 双 曲线 变 成 了 一 条 双 曲 螺 线 
{图 11.13) ， 而 指数 函数 图 像 则 变 成 一 条 对 数 
ЭК, (Ej 11.14). 对 数 螺 线 的 形状 优美 , 因而 
赢得 了 很 多 学 者 的 赞誉 ， 这 不 仅 因为 它 在 自然 
界 中 频繁 出 静 ， 而 昌 还 因为 它 有 非 则 寻常 的 数 

Ua 学 特性 . 我 将 在 这 里 谈 谈 它 的 三 个 特性 . 第 


Uo EILA ONR MORE: НОК HERS 
AH rdum fr. 
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< 


称 阿 某 米 德 螺 线 : + = a0. 


i 


Eu. ХХ. - 
1/8. 


Е 11.14 ЕЁ}. 
(a) 右 旋 螺 线 .r= aa ?4 M 
HERRA, = a. 


— 102 一 


一 ,该 螺 线 每 一 次 全 程 旋转 ,都 会 以 一 个 固定 比 
率 增加 它 到 极点 的 距离 ， 这 种 比率 因 螺 线 的 不 
同 而 不 同 , 并 且 决 定 着 螺 线 的 增长 率 了 ， 第 二 ， 
每 条 经 过 极点 的 直线 以 同一 个 固定 角度 与 螺 线 
相交 (图 11.15) 9. xx fH CIR ER ERG T ELSE EE 
亲 , 其 相交 角度 为 900°. {事实 上 , 圆 是 增长 率 等 
于 零 的 一 种 特殊 对 数 螺 线 . ) 第 三 , 如果 你 沿 
着 螺 线 向 内 朝 着 极点 走 ， 你 必须 走 过 无 限 狗 
圈 一 一 可 是 所 走 的 总 距离 是 有 限 的 ! 这 个 令 人 
注目 的 事实 (如 图 11.16 所 示 ) 是 由 徊 利 略 的 一 


个 弟子 伊 万 杰 里 斯 塔 ， 托 里 拆 利 (1608 - 1647) 
于 1645 年 发 现 的 ; 托 里 拆 利 在 物理 实验 方面 更 
为 著名 . 然而 ， 正 是 伯 努 利 兄弟 中 最 先 获得 数 
学 成 就 的 雅克 伯 努 利 (1654 - 1705) 对 该 曲线 
进行 了 有 系统 的 研究 ， 并 且 发 现 了 其 绝 大 多 数 


(D 对 数 螺 线 于 是 就 展开 为 ~- 个 几何 级 数 . 这 是 由 上 述 
指数 函数 + = a' 的 特性 得 出 的 . 

© Еа. бе ARA. 所 以 螺 线 的 
任何 部 分 在 形状 上 都 与 其 他 任何 有 和 杆 同 角 宽 的 部 分 相似 ,可 
能 正 是 这 种 特征 ， 才 翌 敏 自然 界 中 频 紧 出 现 这 种 螺 线 一 一 枫 
RAS E .向 口 莫 和 螺旋 星系 只 是 其 中 三 个 例子 . 


图 11.15 HARRA 
特性 :所 有 从 中 心 0 发 出 的 
射线 均 以 相同 的 旬 у ЫШ 
ЖЕЙН. 


11.16 ЖШШЕ ДА 
长 : 螺 线 从 了 到 中 心 0 їй 
长 等 于 从 了 到 5 的 扔 线 的 


长 . 
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11.17 ÜZ FF К 
HERT A) - (039531 
fu. 他 希望 在 他 莫 碑 上 刻 
ТИЕ DE OR ST 
实现 , {АЛИНА FH ТЕ 
и —— жии oc i n e 
而 不 是 对 数 螺 线 ! 复制 得 到 
17 Е 3 Brkhäuser Verlag 
AG 的 允许 . 


. 特征 . 他 把 它 称 为 “spira mirabilis" , 并 且 要 求 在 


他 的 昔 碑 上 肇 上 对 数 螺 线 ， 写 上 碑文 Eadem 175} 
mutata resurgo( “尽管 已 经 变 了 ,我 还 是 和 原来 一 
F”) (图 11.17). 这 名 话 总 结 了 这 个 螺 线 最 显 


E СКА 
TUGH HA ТАМА 
EKANA% T 

См DUOBL 
MARITOET PARENTI 
rH D 


著 的 特征 : 它 在 大 多 数 普通 几何 变换 中 的 不 变 
TE. 无 论 你 伸 长 .缩小 还 是 旋转 它 , 你 最 后 总 能 
得 到 同样 的 螺 线 ! 

到 19 世纪末 ,连续 性 和 无 穷 大 的 概念 似乎 
已 被 最 终 完全 理解 . 正在 这 个 时 候 ， 对 这 些 概 


念 提出 新 疑问 的 若干 发 现 出 现 了 . 我 们 已 经 看 
到 了 由 康 托 尔 的 无 穷 集合 概念 所 引起 的 革命 . 
新 种 类 曲线 的 发 现 尽 管 不 那么 具有 革命 性 ， 但 
其 后 果 依 旧 具 有 戏剧 性 ， 因 为 这 些 曲 线 好 像 对 
我 们 的 几何 连续 性 直觉 观念 提 册 了 挑战 . 数学 
家 把 这 些 曲 线 称 为 “病态 的 ”, 因为 它 产生 了 一 
些 最 引 人 瞩 日 的 几 位 无 穷 大 悖 论 . 这 些 曲 线 中 
的 第 一 个 十 由 意大利 人 朱 塞 佩 ， FZ AE E 
(1858 - 1932) 于 1890 年 提出 的 : 取 一 个 正方 形 
并 且 把 它 分 成 四 个 相等 的 小 正方 形 ， 然 后 从 左 
上 和 角 的 正方 形 开 始 至 左下 角 的 正方 形 结束 ， 
依次 把 小 正方 形 的 中 心 用 线段 连接 起 来 (图 
11.18a) ,下 一 步 把 每 个 小 正方 形 分 成 四 个 相 
等 的 正方 形 (现在 有 = 16 个 正方 形 ); 然后 按 
图 11.18b 把 其 中 心 连接 起 来 . 这 个 过 程 可 被 
无 限 地 继续 下 去 一 一 至 少 从 原则 上 讲 是 这 样 
的 . 图 11.18d 给 出 了 第 六 步 之 后 的 结果 , 此 时 
的 初始 正方 形 已 被 分 成 45 = 4 096 个 小 正方 形 . 


图 11.18 EEEk: 单位 正方 形 被 分 成 (a) а 个 由 等 的 小 
ERE; (Ь)4 = 后 个 小 正方 形 ; (O4 = 64 IE E; (Oan = 
4096 个 下 方形、 而 连接 起 来 的 中 点 如 图 所 示 , 在 达到 这 个 过 
PERRERA, 我 们 得 到 - -个 填 满 空间 的 曲线 , PEE EGER SE BT 
正方 形 的 每 -- 个 点 ,其 总 长 度 无 穷 大 ， (D 部 分 经 允许 选 自 
W. И. Freernan( 1968 年版 1) 有 现代 必 界 中 的 数学 :科学 美国 人 潜 
$. BRNE h g Hans Haba 所 蘑 “ 几 何 学 与 直 慌 ”--… 文 ， 
WB Seientifie American, Ine. 所 有 
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W 14.19 “雪花 "或 科 赫 曲 


当 我 们 以 这 种 方式 往 下 进行 时 , 这 个 曲线 将 逐 
湛 地 占有 越 来 越 多 的 初始 正方 形 ， 直到 人 们 产 
生 正 方形 的 整个 面积 都 被 曲线 均匀 禾 盖 的 纪 
觉 为 止 . 当 分 荐 正方 形 的 步 数 趋 于 无 穷 大 时 ， 
这 个 过 程 的 极限 就 被 称 为 皮 亚 庶 曲 线 或 “ 填 满 
ang" HA. VOSEXUS US SS Hh Hp ib Hes 
过 正方 形 中 的 每 一 点 , 而 且 其 总 长 度 是 无 穷 
Xf. 

另 一 个 著名 的 病态 曲线 是 “雪花 "曲线 或 科 
АБЕ. 后 一 种 叫 法 是 以 它 的 发 明 人 一 一 瑞典 
АЛАКЕ + 15 e Bl (1870- 1924) 的 名 字 命 名 
的 ; FUE TE 1904 年 提出 这 种 曲线 的 : 我 们 从 
一 个 单位 边 长 的 等 边 三 角形 开始 . 首先 把 每 条 
按 分 成 三 等 份 ,在 中 间 段 上 画 一 个 等 边 三 角形 ， 
然后 把 每 个 中 间 段 除去 (图 11.19). 结果 得 到 
一 个 像 大 卫 之 盾 那 样 的 图 形 ， 该 图 形 边 的 总 长 
是 初始 三 角形 的 4 3 现在 我 们 借助 新 图 形 十 
二 条 边 中 的 每 一 条 重复 这 一 过 程 ， 便 可 得 到 一 
个 其 边 长 是 前 一 个 图 形 边 长 453 的 48 边 图 形 ， 
因此 其 边 长 是 初始 三 角形 的 (4/3) := 16/9. 如 
果 我 们 无 限 地 重复 这 一 过 程 ， 我 们 可 得 到 -个 
如 图 11.20 所 示 的 不 可 思议 的 怪 曲 线 . (Hz E 
庶 曲 线 一 样 ,这 个 怪 曲 线 所 包括 的 全 是 直线 段 ， 
所 以 该 曲线 上 在 任何 地 方 都 不 “平滑 ”一 一 它 
在 任何 地 方 都 没有 一 个 确定 的 方向 2 ， 而 且 ， 


D 通常 以 大 五 需 尔 伯 特 (1862 - 1943) 命 名 ,四 为 他 在 
1891 年 对 其 进行 了 研究 , 
D 从 数学 角度 讲 , 这 就 意味 着 该 曲线 任何 地 方 都 没有 


雪线 一 一 它 任何 地 方 都 不 能 求 被 分 . 


[76] 
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图 11.20 НН HER ER LT DU BS ELE ROGER B m E. 
曲线 上 任何 两 点 之 间 的 距离 也 是 无 限 的 ! 经 作者 允许 选 自 伯 努 
R. B :区 德 擂 加 4 分 形 : 形 .机 遇 与 维 数 》 一 书 ,W.H. Freeman, 
San Francisco, 1977 年 版 .1 该 图 形 还 出 现在 同一 作者 的 * 自 然 界 
的 分 形 几何 学 ?一 书 中 ,W.H.Freenan， 1982 年 版 .) 


不 仅仅 是 它 的 总 长 度 趋 于 无 穷 大 (因为 从 事 
实 得 到 的 结论 是 , 在 每 个 阶段 其 长 度 以 4/ 3 为 
DL T HIE), 82 IE TETTPA ex 27 18] НОВЕ I E E Д, 
无 穷 大 一 一 不 管 这 两 点 之 间 的 距离 看 上 去 有 多 
么 接近 . 然而 ， 该 图 形 总 是 包含 有 限 的 面积 . 
所 以 说 ， 我 们 实际 上 有 一 个 由 无 穷 大 边界 围绕 
着 的 有 限 区 域 2 

这 种 奇怪 的 几何 创造 物 的 发 现 ,向 19 世纪 


Ф 出 生 于 波兰 的 美国 数学 家 怕 努 瓦 . В. EADE 
《分 形 : 形 . 机 遇 与 维 数 ?一 书 中 提出 了 一 个 与 病态 曲线 有 关 的 
有 趣 问 题 . 地 问 道 :“ 大 不 列 颠 的 海岸 有 多 长 ?” 接 着 他 解释 
说 , 一 条 真正 凹凸 不 平 的 诲 岸 线 是 如 此 不 规则 , 以 致 于 不 可 能 
使 用 任何 常规 方法 估计 其 长 度 【 即 把 它 分 成 很 多 的 直线 自 ) . 
他 总 结 道 :“ 最 终 的 估计 长 度 不 仅 极 端 太 南 旧事 实 上 大 得 最 后 
ЖЫ ҖӘ Ж. ”但 是 他 却 提出 了 一 种 测量 这 种 长 度 的 方 
法 ,他 引入 了 分 形 (fracal) 一 一 分 数 维度 的 概念 . 
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图 11.21 Zvi Hecker РЕ ЗН РЕНА А E HR LER 
这 个 设计 方案 类 伏 于 科 赫 曲线 的 结构 ， 并且 提出 了 无 穷 连 续 
的 可 能 性 , 摘自 Zvi Hecker( 儿 面体 建筑 学 }》 一 书 , 耶路撒冷 以 
色 列 博物 馆 1076 年 出 版 ， 本 书 选用 时 经 作者 和 以 色 列 博物 


IB fmit. 

末 的 数学 家 提出 了 真正 的 挑战 ， 因 为 这 种 挑战 

打 碎 了 他 们 的 下 述 直 觉 现 念 ， 连续 曲线 总 能 
借助 铅笔 的 不 间断 移动 画 出 来 ,不 需 有 任何 急 
Ela. 这 还 从 另 一 方向 提醒 人 们 : 在 数学 

中 一 一 尤其 是 在 研究 无 穷 过 程 时 ， 直 觉 是 一 个 十 

分 不 可 靠 的 向 导 . 这 种 挑战 迫使 数学 家 为 其 职业 гае) 
制订 新 的 、 更 高 的 严格 标准 ,而 且 曲 线 概念 的 


Eu. "Г": 它 的 体积 逐渐 消失 , 而 围绕 着 它 上 面 
的 孔 的 面积 是 无 穷 大 的 . "ARR ESL Е Н ДЕРЕ — РНЕ 
MERER. 它 外 部 的 每 个 面 都 被 称 为 一 个 “ 谢 尔 宾 斯 基地 
E, Та АЯН Н К - 谢 尔 宾 斯 基 (01882 - 
1969) 的 名 字 命 名 的 : 它 的 面积 逐渐 消失 ,而 它 的 孔 的 总 周 长 是 
无 穷 大 的 . 经 允许 摘自 伦 纳 德 . М. 布 卢 门 搬 尔 和 卡尔 ， 门 


格 闭 《几何 学 研究 )-- 书 ,旧金山 W.H. Freeman 1970 年 出 版 
定义 本 上 身 必须 得 到 修改 ,以 适应 应 这 些 病态 情况 


Q S Hans Hahn" 几何 学 与 直觉 " 一 交 ， 载 于 1954 H: 3 
Л Scientific American . 


11,23 = 一 一 
ë == Au 的 


曲面 : 另 -- 个 在 原点 处 变 成 
XP KS BEBE. S: 
ЗЕЙ EE AI Shenk 著 《 微 积分 
与 解析 几何 ?》-- 书 ，1977 年 
UL RE LS Seoti, Foresman 
and Company. 
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Èl 11.24 zzdnG к) 
Й, HoP in Е 
XE. ix Pag Aeon PET EI 
ЛЕШКЕН. TP Tn 
ont, EAR УНЕТА 
经 允许 摘自 AI Shenk 8 ¿PR 
BU Gt ETILOIS -6.1977 
SEHR. RB E Scoti, Fores 


тап am] Company. 
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这 些 悖 论 的 根源 仍然 取决 于 这 样 一 种 事实 : 
在 研究 无 穷 大 时 ， 部 分 可 能 会 与 整体 一 样 大 
我 们 在 无 穷 大 集合 中 已 见 到 这 种 情况 ， 我 们 这 
里 再 次 见 到 了 这 种 情况 ， 拿 出 皮 亚 诺 曲 线 的 任 
何 部 分 旭 和 随意 加 以 放大 ， 那 么 它 看 起 来 恰好 与 
初始 曲线 一 模 一 样 . 在 最 高 倍 显 微 镜 下 观察 
它 ， 它 也 不 会 将 自身 分 解 为 初始 曲线 的 元 素 . 
部 分 是 整体 的 精确 的 复制 品 19 


册 ” 抽 扑 学 电影 投影 教育 发 展 中 心 朱 了 一 部 叫 作 《 填 满 
空间 的 曲线 》 的 电影 ; 片子 以 一 种 戏剧 性 方法 ,说 明了 这 些 特 
征 中 的 一 部 分 . 由 于 使 用 了 计算 机 动画 ， 一 条 曲线 被 连续 放 
大 ,而 它 的 新 部 分 似乎 不 知 从 什么 她 方 呈 现在 规 察 者 面前 , 所 
有 部 分 部 具有 与 整个 曲线 恰好 一 样 的 形状 . 


[81] 


[82] 
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ааа арч 


一 些 与 无 穷 大 有 关 的 几何 悖 论 


在 第 一 篇 中 我 们 研究 了 与 无 穿 大 概念 有 
关 的 悖 论 ; 这 些 悖 论 涉及 到 数值 量 , 例 如 实数 
ЖО ERARA. 几何 学 中 也 存在 着 类 似 的 
悖 论 ， 只 不 过 是 形状 代替 了 数量 . ЖР 
中 的 一 些 容易 解释 ， 而 另外 一 些 则 涉及 到 了 
几何 学 赖 以 存在 的 一 些 最 基本 的 观念 ， 尤 其 
A dk BEA. 

假设 有 一 个 单位 边 长 的 正方 形 ， 把 该 正 
方形 分 成 四 个 相 等 的 小 正方 形 ,并 且 像 图 la 
那样 把 这 些 正方 形 中 右上 垦 的 那个 图 形 画 上 
ER. 有 影 线 的 部 分 面积 是 初始 正方 形 的 四 
分 之 一 【和 初始 正方 形 的 面积 为 1). 现在 把 剩 
余 的、 未 画 影 线 的 每 一 个 正方 形 分 成 四 个 相 
等 的 正方 形 ， 并 且 把 每 个 正方 形 中 右上 和 角 的 
那个 正方 形 画 上 影 线 (图 m). 现在 画 影 线 的 


b 
图 ! Шш ШНЕЛЛ: 从 一 个 单位 正方 形 开始 ,把 
它 分 成 四 个 相等 的 小 正方 形 , HAR (а) 那样 在 右上 角 那 
TEE EFE BIER. FRIES CY ЗЕРЕН ЖЕП? Cei B: 
HA) 正方 形 二 重复 这 个 过 程 . ЖЕНИ НЕД MER, d 
有 影 线 的 总 面积 通过 初始 正方 形 的 面积 . 使 用 几何 级 数 很 
Кенет. 
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总 面积 等 于 174+ 3/16 ЖЖ 7/16. 以 这 种 方 

式 继续 下 主 ， 将 会 使 画 影 线 的 面积 过 近 一 个 
极限 吗 ? 如 果 会 的 话 ,这 个 概 限 是 什么 呢 ? 
研究 一 下 每 一 步 中 未 画 影 线 的 面积 ， 便 

可 非常 容易 地 回答 这 些 问题 . 在 第 一 步 中 ， 

有 三 个 未 画 影 线 的 正方 形 ， 每 一 个 的 面积 等 8 

i 

i 
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T 174, 所 以 来 画 影 线 的 总 面积 为 374. 在 第 
二 步 中 ,有 九 个 未 画 影 线 的 正方 形 ,每 一 一 个 面 ， 
TR 1716, 从 而 未 画 影 线 的 总 面积 为 9/16 或 
(37“4) *, 在 第 三 步 中 ,将 有 如 个 未 画 "en 
正方 形 , 每 一 个 的 面积 为 6, 所 以 未 画 
线 的 总 面积 将 是 27764 Ж} # (3/4) `. ди: 
方式 进行 n PAE, PM FEA 3⁄4 , š 
(3/4), (374), -, (3/4) ". & — j k 5 
3/4 93 TL ГЕ Ж; Жол RM 该 级 数 的 项 
逐 尚 缩减 并 且 趟 了 于 O, 因此 未 画 影 线 的 面积 
变 得 越 来 越 不 重要 . 王 是 ， 画 影 线 的 面积 -- 
жзёзт ]， 即 初始 正方 形 的 面积 . 换 外 话说 ， 
在 经 过 足够 多 的 步骤 之 后 ， 画 影 线 的 部 分 将 
会 几乎 乾 盖 整个 正方 形 . 尽管 在 每 一 步 中 我 
们 都 剩 下 每 个 正方 形 的 四 分 之 三 未 画 影 线 ! 
一 个 导 论 更 值得 注意 . 假设 有 一 个 函 
Ж у= x, 它 的 图 形 是 图 24 所 示 的 双 曲 线 
(ХАШТ х 到 正 值 的 分 支 ) .现在 设想 我 们 
围绕 x 轴 旋 转 该 图 形 , 便 可 得 到 一 个 称 为 话 
转台 曲面 的 立体 {图 2b). 我 们 可 以 运用 微 积 
分 的 技巧 ,证 明 该 立体 的 曲面 面积 (4 的 取 值 
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H2 当 * AREA x = 到 无 穷 大 时 ， 双 曲线 у = 
Lx 的 部 分 [ 见 (a)] £6 x Aie, 使 形成 一 个 回转 曲 
i. 这 用 微 积 分 , арр ЕВН gi ich йо Б F3 
是 有 限 的 ,但 其 表面 积 却 无 限 大 ， 换 名 话说 ， 你 使 用 
有 限 数 其 的 油 溢 便 可 填 满 其 内 部 , 但 要 在 其 曲面 上 洪 
油漆 ,和 你 得 需要 无 穷 包 的 油 漂 1! 这 个 悖 论 没 有 “ 殷 等 
的 "解释 . 
从 | 到 无 穿 大 ) 是 无 限 大 的 . 更 确切 地 说 ,如 
果 我 们 计算 从 x=1 到 x BAFI 的 某 个 值 
(例如 x=4) 时 的 昨 面 面积 ,然后 令 ==, 
么 这 个 面积 将 无 限 地 增 大 ， 另 一 方面 ， 当 >， 
的 取 值 从 x=1 到 x=1, 而且 当 -w 时 ,这 
个 立体 的 体积 将 逼近 一 个 确定 的 援 限 ; F 
证 涡 , 其 体积 是 有 限 的 ,尽管 这 个 立体 可 以 护 
展 到 无 穷 大 . 现在 设想 我 们 打算 在 该 立体 的 
外 部 曲面 上 均匀 地 涂 一 野 薄 薄 的 油漆 ， 那 么 
我 们 将 无 法 完成 这 项 工作 ， 因 为 这 将 需要 无 
ЗЯ. 然而 ， 如 果 我 们 使 用 油漆 把 这 
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Ээ Й y = sin(12<x) 
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次 说 明 , 一 旦 涉及 到 无 穷 大 ,我 们 的 常识 很 可 
能 会 使 我 们 失望 中 

Jb dee ESSI FARAN AAA 
Ж”, 例如 , 函数 =sinflvx) 就 有 一 个 奇怪 
的 特性 : 当 x 逼近 0 时, 它 的 图 形 以 一 种 不 断 
增加 的 频率 振动 《图 3)， 所 以 人 们 总 是 无 法 


完整 地 画 出 该 函数 的 图 象 . 当然 ， 对 我 们 的 
函数 而 言 ,这 还 不 算是 特别 奇怪 的 : 双 曲 线 也 
是 在 x*= 日 时 有 一 个 “中 断 "; 但 是 与 双 曲 线 不 
同 的 是 ,这 个 图 形 的 任何 部 分 都 不 趋 二 无 帘 
大 ,而 是 频率 在 恋 成 无 穷 大 . 另 一 方面 ,如果 
我 们 假设 相关 函数 yY=xsin(txr)， 那么 在 
x = 人 时 的 “奇异 点 "将 被 消除 ,而且 函 数 会 变 
得 连续 {图 a) 2, 


ра net PT E TP 


OD ”有 关 这 个 悖 论 的 完整 讨论 ,请 参阅 非 利 普 - 4H 
特 著 * 沿 积 分 与 解 杯 几何》 一 书 第 370 页 . 该 书 由 马萨诸塞 
州 列 克星 顿 的 D.C.Heath 1984 年 出 版 . 

O 严 杭 说 来 , 对 于 x =0 来 说 . 该 函数 没有 定义 , 但 
是 我 们 在 这 里 可 髓 于 它 0 值 , 以 使 消除 “奇异 性 "这 个 定 
Xdk x» =0 了 时 可 保持 晴 数 的 连续 性 ， 因为 lim xsin( 144) =0. 
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йе КУ y = f(x) XXE. 
Жу МЕ, H| y = 1; mox 是 无 理 
Ж, у= ~1. 该 函数 的 图 形 好 像 由 两 条 水 
平 线 组 成 ， 如 图 5 所 示 . 但 是 每 条 线 上 由 于 


1, 如 果 * ; 
图 5 函数 y = { ШАНИ. 它 的 图 形 包括 两 
条 平行 线 , 但 是 每 条 线 都 短 无 穷 多 个 小 洞 所 隔断 ， 而 且 , 因 
为 无 理 数 比 有 理 数 称 得 多 ， 所 以 上 面 一 条 线 的 下 洞 比 下 面 
一 条 线 的 多 . 这 是 一 个 “病态 函数 "的 实例 一 一 这 个 实例 向 
我 们 有 关连 绪 性 和 光 清 性 的 常识 找 出 了 挑战 . 
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有 无 限 多 个 小 润 而 被 “ 打 孔 ", 这 是 因为 两 个 
有 有理数 无 论 怎 么 接近 ， 在 它们 之 间 总 可 以 找 
到 一 个 无 理 数 ,反之 亦 然 . 使 情况 更 奇怪 的 
是 ,下 部 的 线 只 有 一 些 可 以 数 得 过 来 的 小 润 ， 
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图 4 к= хан LZ x) 的 
EE. 这 里 . 当 х0], 
КАЛГ ИЛО Г, 
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的 "奇异 性 ”. 
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G ЕЕЕ LAJGÉCEIDE, k E dem Í 
; 数 的 可 数 性 和 无 理 数 的 不 可 数 性 造成 的 . 站 一 
я, 甚至 是 最 大 倍数 的 显微镜 也 无 法 看 到 这 
小 洞 ， 因 为 有 理 数 和 无 理 数 在 实数 直线 上 
РРЦ Add 19 世纪 来 期 给 出 了 这 种 
简单 而 奇特 的 函数 ,作为 一 个 实例 ,说 明 无 处 
连续 的 函数 可 以 存在 . 这 些 实例 引起 的 争论 
: 促使 人 们 全 面 地 重新 检查 容易 使 人 误解 的 简 
x 单 的 连续 性 概念 . 
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我 可 以 被 闫 在 坚果 外 党 之 中 ， 并 
且 把 自己 看 成 元 穷 空间 的 国王 . 
一 一 威廉 :莎士比亚 (1564 — 1616 ) 
《哈姆雷特 了》 第 二 慕 第 二 场 


函数 可 以 被 认为 是 从 х 轴 到 > 轴 的 一 种 
变换 或 “映射 ", x 轴 和 y 轴 二 者 都 是 点 的 一 维 
集合 . 在 高 等 数学 中 ， 我 们 还 研究 从 点 的 一 个 
二 维 集合 向 另 一 个 二 维 集合 ， 也 就 是 从 一 个 平 
面向 另 一 个 平面 的 变 模 . 这 种 变换 中 最 有 趣 的 
一 种 是 反 演 变换 ， 或 者 更 确切 地 说 是 关于 单位 
国 的 反 演 变换 . 设 一 个 加 的 圆心 为 0， 半径 为 
L, 点 PUBL О EN OP = r) 被 “映射 ”到 
BETA 0 经 PP 引 出 的 同一 射线 上 的 点 0,0 到 
0 WEA OQ = 1⁄ ‚(АЩ 12.1). 以 这 种 方式 ， 


В 12.1 PAG. 
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便 可 以 在 初始 平面 上 前 点 与 新 平面 上 的 点 之 间 
建立 一 种 一 一 对 应 ; 一 个 平面 上 的 每 个 点 都 映 
射 到 另 一 平面 的 一 个 点 上 了 了， 这 个 规则 只 有 一 
个 例外 ; 点 0 Bg. 为 了 了 解 这 一 点 , 让 我 们 设 
想 当 P 在 平面 上 移动 时 ， 跟 踪 像 点 О 的 行踪 . 
我 们 的 对 应 规则 要 求 ОО = L/r = 1/70P. 所 以 说 ， 
P PB O Г {7 的 值 越 小 )，0 PE O 越 远 . 4 P 
Jim O Bj. Q 后 退 到 无 穷 远 . 所 以 点 0 没有 任 
何 确定 的 像 点 ,因此 我 们 必须 把 它 从 我 们 的 变换 
中 排除 出 去 然而 ， 人 们 很 想 定义 -个 “点 ” 
(无 穷 过 点 )， 该 点 是 反 演 情况 下 0 的 像 点 . 当 
然 ,这 个 “点 "不 再 是 一 个 点 , 至 少 从 这 个 词 的 一 
般 意义 上 讲 不 是 一 个 点 : 我 们 无 法 在 平面 上 任 
何 地 方 找到 它 , 它 不 能 像 一 个 普通 的 点 那样 可 
决定 一 个 确切 的 位 置 . 它 的 唯一 目的 就 是 使 我 
们 不 受 任何 限制 地 完成 变换 . 正 是 在 这 个 意义 
而 且 只 有 在 这 个 意义 上 ,我 们 才 可 写 出 方程 对 
i к=, l = 0. 

反 演 有 很 多 有 趣 的 性 质 ， 所 有 这 些 性 质 都 
以 一 种 方式 或 另 一 种 方式 与 无 穷 远 处 的 点 有 关 . 
首先 ， 反 演 圆 之 内 的 所 有 点 一 -包括 图 心 
0 一 一 都 被 映射 到 它 之 外 的 点 上 , 反之 亦 然 ; 这 
是 因为 如 果 r< 上, 那么 1/r> 1, 反之 亦 然 , 所 
以 我 们 可 以 抒 该 单位 圆 的 内 部 看 成 是 其 外 部 的 


(D 手 然 ,我 们 可 以 把 这 两 个 平面 告 成 旦 重 普 的 .在 这 种 
情况 下 .映射 可 被 看 作 是 该 平面 的 点 的 称 动 . 

D 当然， 这 也 是 根据 这 样 …- 个 事实 ， 从 点 O 我 们 得 到 
=0. 因 而 以 > 作 除数 不 成立. 
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一 个 浓缩 的 像 (一 个 缩影 ) {图 12.2). 当然 , 如 


图 12.2 mide d IN GS 
МЕВА Т T г, 把 里 面 
映射 到 了 外 面 . 


[89] 果 我 们 把 无 限 远 距离 上 的 点 排除 在 我 们 的 讨论 
之 外 ， 那么 我 们 就 必然 在 单位 贺 的 圆心 上 留 下 
一 个 缺 品 ， 因 为 圆心 没有 被 映射 到 任何 普通 的 
HR) 点 之 上 . 确切 地 说 , 正 是 为 了 回避 这 种 
缺口 ,我 们 才 引 人 和信 了 无 限 远 上 距离 上 的 点 . 

反 演 的 第 二 个 固有 特征 是 其 对 称 性 ; 如 果 
a Q fé P Sex EZ PEE Q 的 像 点 . 这 一 点 
是 从 定义 方程 ОО = 17 r= 17 OP 得 出 的 , 该 方 
程 可 写成 OP = 1⁄(1/r) = 1/00 ,表明 从 8 得 到 
P 的 规则 与 从 P 得 到 Q 的 规则 是 一 样 的 . 所 
以 说 “点 "和 " 像 点 "两 个 词 总 能 互 换 , 这 就 意味 
着 适用 于 给 定点 集 的 每 一 个 关于 反 演 的 陈述 ， 
都 适用 于 像 点 的 集合 . 这 种 对 称 性 有 一 种 强大 
的 统一 的 力量 ， 它 使 我 们 能 够 对 反 演 进行 一 般 
的 陈述 , 而 不 需要 区 分 “点 ”和 “ 像 点 ”. 正 是 在 
无 限 远 的 距离 上 的 点 才 使 这 种 对 称 成 为 可 能 , 
因为 如 果 没 有 它 ， 我 们 就 不 得 不 从 每 一 个 陈述 
中 排除 反 演 中 心 О. 
其 次 ,我 们 的 一 个 问题 是 , 当 一 个 给 定 曲 线 
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12: 在 反 演 情 阅 下 ,不 
经 过 中 心 O BEER gt g gr 
到 经 过 ОЕ, ZZ K 
R. 这 个 图 表明 了 直线 及 其 
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上 的 每 一 个 点 都 经 过 反 演 时 ， 这 条 曲线 如 何 变 
化 . 我 们 立刻 就 能 看 到 , 单位 加 ( 即 r= 1 的 所 
FA) 上 的 点 觅 射 到 它们 自身 之 上 . 所 以 说 单位 圆 
根本 不 发 生变 化 -一 它 在 变换 中 保持 不 变 . 还 可 
以 很 容易 地 看 出 : 经 过 中 心 0 的 任何 直线 太 体 
上 都 保持 不 变 一 -尽管 直线 上 的 点 发 生 了 对 
换 ; 单位 圆 之 内 的 直线 与 之 外 的 直线 发 生 了 对 
换 ， 反之 亦 然 . 但 是 十 分 令 人 吃惊 的 是 这 样 一 
个 事实 :不 经 过 O 的 直线 被 映射 到 经 过 0 的 加 
+L, ке. (附录 给 出 了 关于 该 事实 的 证 
BH. ) 图 12. 3 显示 了 三 种 这 样 的 直线 ; GO mig 
直线 1 ERRE e 之 外 , RULES (ON k) 全 
部 位 于 c ZA. (b) 中 的 直线 从 外 部 与 c 接触 ， 
ВТЕ Е MARS с 接触 . (с) 中 的 直线 /在 点 
P fü 0 35 C 相交 ,因而 产生 一 个 经 过 0, P 
$n Q 的 像 点 圆 (该 圆 位 于 4。 之 内 的 部 分 是 1 在 < 


之 外 的 部 分 的 像 点 , 反之 亦 然 ). 所 以 说 ,一 条 - 


直线 离 反 演 中 心 越 近 ， 它 的 像 点 圆 将 越 大 . E 
意 : 所 有 这 三 个 像 点 圆 都 经 过 了 0 ,这 是 因为 每 
条 直线 都 经 过 在 无 限 远 距离 上 的 点 ， 所 以 其 像 
点 一 定 经 过 反 演 中 心 【 反 演 中 心 是 在 无 限 远 的 
距 高 上 的 点 的 像 点 ) .我 们 不 久 将 加 到 这 个 问 
题 ,现在 让 我 们 欣赏 一 下 图 12.4 所 给 出 的 美丽 
图 形 . 这 是 一 个 普通 的 棋盘 ， 它 上 面 重 释 的 是 
它 自己 的 反 演 像 . 这 里 展示 了 所 有 上 述 特征 ， 
我 们 可 清楚 地 看 到 反 演 圆 是 如 何 把 外 面 的 正方 
形变 成 里 面 的 小 贺 形 区 域 的 . н АЈ PEG ЛУ 
空白 ,当然 是 棋盘 范围 之 外 整个 平面 的 像 . 
显然 ， 并 不 是 每 条 曲线 都 有 一 个 像 直线 或 
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圆 这 样 简单 的 像 . 尤其 是 圆锥 曲线 系列 (BE 
外 ) 在 反 演 中 得 不 到 保存 , 它们 都 变换 成 曲线 ， 
而 生 其 数学 描述 相当 复杂 .图 12.5 说 明了 本 
F8 ,抛物 线 和 双 曲 线 在 反 演 中 如 何 变化 ，(a) 中 
看 起 来 重 棚 圆 的 小 图 形 由 于 很 简单 而 具有 欺骗 
TE, 因为 它 根本 不 是 椭 贺 ! (原来 椭圆 的 像 是 一 
个 由 四 次 方程 表示 的 曲线 ， 而 椭圆 本 身 是 由 二 
次 方程 表示 的 . MEHRERE T (b) 中 的 优美 曲 
线 ， 称 为 心脏 线 一 一 中 心 处 的 尖 点 是 在 无 限 远 
距离 上 的 点 的 像 点 ， 抛 物 线 的 两 个 分 支 在 此 相 
Ж. 双 曲 线 则 变 成 了 (c) 中 所 示 的 “8" 字形, 它 
像 一 个 倾斜 的 无 穷 大 符号 . 

因此 ， 我 们 看 到 反 演 极 大 地 改变 了 一 些 曲 
线 的 形状 ， 而 另外 一 些 曲 线 则 丝毫 未 变 . 这 真 
的 不 值得 大 停 小 择 , 因为 反 演 把 “非常 近 的 ” 放 
38 1 "3E 36 H9" 地方, 其 后 果 必然 是 把 延伸 到 


图 12.4 ААН К 
的 像 . d C BHH ЛУН E Hi 
空间 时 棋盘 范围 之 外 整个 
平 独 的 像 . 经 允许 摘自 
Hamld R Jacobs 几何 学 》 -+ 
d. W.H.Freeman 1974 年 
Mi. 根据 Matin Gardner" fir 
TEPPE” {1965 年 出 版 , 版 术 
所 有 者 为 Sciemific Ameri- 
can, Inc. ) PE ES. 
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В 12.5 ЕЕ ЛА N 


曲线 的 反 演 像 | 


无 穷 远 的 图 形 压 缩 成 了 只 占有 平面 上 一 个 有 限 
区 域 的 图 形 . 我 们 可 点 从 图 12.6 HERAT 
解 这 一 过 程 ; 图 12.6 说 明了 经 过 0 Ak F 
的 单个 点 如 何 被 延伸 到 它们 在 直线 2 上 的 像 点 191 
E. A P 绕 上 移动 时 , 它 的 像 点 Q Az. 
ФР O BJ, Q 沿 直线 | 的 一 个 方向 退行 到 
无 穷 大 ,并 且 在 此 消失 . 但 是 要 注意 ! 当 P 经 过 
O Ej, Q 从 1 的 男 一 个 方向 重新 出 现 . 所 以 ,在 
有 反 演 把 一 个 圆 变 揽 为 它 的 像 点 直线 的 过 程 中 ， 
好 像 存 在 一 个 间断 , 因为 ,根据 我 们 逼近 O 的 
方向 是 顺 时 针 还 是 道 时 针 ， 我 们 可 沿 直 线 的 一 - 
个 或 另 一 全 方向 走向 无 穷 远 . 但 是 ， 一旦 我 们 
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在 无 穷 远 的 地 方 定义 一 个 点 (不 像 我 们 总 想 做 
的 那样 规定 两 个 这 样 的 点 ) ,这 种 明显 的 间断 就 
192) 会 消除 ; 这 个 点 就 是 反 演 中 0 的 像 点 . 如 果 我 们 
想 保持 变换 的 一 一 对 应 特性 及 其 固有 的 对 称 性 ， 

我 们 必须 把 这 种 规定 强加 于 我 们 自己 . 
FELRE LEERAREA. 我们 已 
经 看 到 这 个 系列 经 有 反 演 可 变换 成 直线 或 圆 . 现 


图 12.7 M: Cc ER 
Села) 
(1935). (OM. C. Escher 
Heirs c/o Cordon Ап 一 
Baam — Holland . 
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在 看 来 ， 变 换 的 对 称 性 给 我 们 提供 了 一 -个 很 好 
的 理由 ,去 推测 这 个 命题 的 道 命 题 也 成 立 : 所 有 
辐 的 系列 将 变换 成 直线 或 圆 . 尽管 其 证 明 与 上 
一 个 事实 相 比 不 那么 容易 ， 然 而 事实 上 结果 确 
是 如 此 , 所 以 便 出 现 -- 个 大 胆 的 想法 : 如 果 我 
们 同意 把 一 条 直线 看 成 是 一 个 直径 无 穷 大 的 贺 
的 极限 情况 ， 那 么 我 们 的 所 有 结论 都 可 以 总 结 
为 一 个 简单 的 陈述 : 兵 演 总 是 把 图 变 换 成 圆 ,其 
中 的 “ 贺 " 现 在 包括 直线 在 内 . 这 样 我 们 可 以 看 
到 上 反 演 的 确 消 除了 这 两 种 曲线 之 间 的 差别 ， 以 
及 中 党 几何 所 研究 的 众多 特性 . ШЕЖЕ 
“ 直 的 ”和 和“ 守 曲 的 "这 两 个 历来 的 对 立 面 在 这 种 
情况 下 就 变 得 统一 了 . 而 且 叉 是 无 穷 远 上 的 
点 ,使 这 种 统一 成 为 可 能 . 

当然 。 我 们 还 可 以 把 我 们 的 讨论 推广 到 三 
维 ， 并 有 旦 定义 单位 球面 的 反 演 . 我 们 讨论 的 绝 
大 部 分 性 质 仍然 能 成 立 ， 只 是 必须 用 平面 和 球 
耐 代 蔡 直线 和 圆 . 以 这 种 方式 ， 我 们 可 以 从 熟 
悉 的 圣诞 装饰 球 来 了 解 变换 ; SEWER 
把 整个 世界 都 反射 成 了 一 个 很 小 的 变形 的 像 . 
荷兰 艺术 家 毛里 芯 ' C， 挨 会 尔 (1898 - 1972) 
{以 后 我 们 还 将 谈 到 他 ) 在 他 的 作品 《 拿 着 反射 
球面 的 手 》(1935) 中 画 出 了 球面 反射 的 性 质 ; 我 
们 在 此 复制 了 这 个 作品 (图 12.7) ©. 


O ”必须 指出 的 是 , 三 维 反 演 只 是 球面 反射 的 近似 , 但 是 
这 种 近似 确实 展示 了 这 种 反射 的 主要 特征 . 


[93] 
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ЖИВА, 

AFERA A; 

手掌 能 容纳 和 无穷大， 

一 小 时 能 容纳 永恒 . 

一 一 威廉 -+ ЖЖ Я#,(1757- 1827) 
CRAS mE) 


数学 家 们 研究 反 演 ， 当 然 不 仅仅 是 为 了 追 
求 美 ， 因 为 这 个 课题 产生 了 很 多 不 同 的 科学 分 
支 ， 有 时 是 完全 出 乎 意料 的 . 下 面 我 们 将 讨论 
这 种 情况 中 的 一 种 一 一 反 演 在 地 图 绘制 学 中 的 
作用 . 

凡是 试图 把 桔子 皮 紧 贴 在 桌面 的 人 都 知 
道 :如 果 不 大 幅度 地 改变 其 表面 形状 ,一 - 般 情 况 
下 不 可 能 把 它 平 铺 到 一 个 平面 上 . 不 管 你 多 么 
细心 地 做 这 件 事 ,总 会 产生 一 些 变形 .所 以 ， 
为 了 在 一 张 平展 的 地 图 上 夯 出 地 球 (或 地 球 仪 一 一 
一 个 按 比 例 缩小 的 地 球 模型 ) 的 表面 ,我 们 必须 
找到 某 种 投影 方法 一 一 一 种 能 够 把 地 球 表面 上 
的 每 一 个 点 都 变换 到 地 图 上 的 一 个 相应 点 的 方 
法 . 地 图 绘制 人 员 使 用 很 多 种 不 同 的 投影 方 
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法 ,每 -一 种 都 有 其 独特 的 优点 ,但 也 有 其 特有 的 
变形 ， 任何 一 种 单独 的 投影 法 都 不 能 忠实 地 再 
现 出 地 球 的 所 有 特征 ,例如 两 点 闻 的 距离 ,从 一 
个 点 到 另 一 个 点 的 方向 ， 或 者 是 一 个 区 域 的 面 
积 等 . 

使 用 范围 最 广 的 投影 法 之 一 ， 就 是 在 公元 
前 > 世纪 已 被 嘉 帕 恰 斯 所 知道 的 球 极 平面 投影 
ik. 我 们 想像 地 球 (把 它 看 作 是 一 个 完全 的 球 
Ж) 被 放置 在 一 张 平 铺 的 纸 上 ， 而 且 在 南极 s 
处 与 纸 接触 (图 13.1). 现在 我 们 把 地 球 表 面 上 
的 每 一 个 点 都 用 直线 与 北极 N 连接 起 来 , 并且 


图 13.1 КЕРПЕНЕ. 


延长 该 直线 , 直到 它 与 纸 相交 于 点 PAIE. P 
就 是 投影 中 P HRA. 

我 们 可 很 容易 地 确立 这 种 投影 法 的 主要 特 
ШЕ. 首先 纬度 图 (地 图 绘制 学 上 称 为 “ 纬 线 ") 被 Dos] 
映射 为 围绕 南极 5 HACA, TRAA {子午 
Ж) 被 映射 成 直线 , BEA S 向 各 个 方向 发 出 
的 光线 一 样 {图 13.2). 地球 上 的 赤道 E TR 
了 地 图 土 的 圆 e ,我 们 可 把 。 看 作 单 位 圆 . 整个 
北半球 被 映射 到 。 的 外 面 . 一 个 点 距 北 极 越 
近 , 它 在 地 图 上 的 像 点 就 越 靠 外 . 地 球 上 有 
一 个 点 在 地 图 上 没有 任何 像 点 ， 它 就 是 北极 自 
己 . 它 的 像 点 在 无 限 远 的 地 方 . 


— 126 — 


196 


这 些 特 征 让 我 们 直接 想起 圆 的 反 演 ， 而 
且 在 反 演 和 球 极 平面 投影 之 间 的 确 有 着 密切 
的 联系 . 运用 三 角 学 可 以 证 明 : 地 球 上 具有 
相同 经 度 和 相反 纬度 的 两 个 点 映射 到 地 图 
上 ， 则 互 为 反 演 点 . (投影 的 这 个 特性 和 其 他 
特性 的 证 明 见 附录 . ) 所 以 , 地 图 上 的 整个 北 
半球 可 被 看 作 南 半球 的 反 演 像 ， 反 过 来 说 也 
是 正确 的 . 而 且 我 们 可 以 看 到 ， 地 图 上 的 每 
一 条 直线 或 圆 都 对 应 着 地 球 上 的 一 个 圆 . 这 
些 特 征 实际 上 对 于 逆向 { 即 从 地 图 向 地 球 ) Së 
成 投影 常常 很 有 用 ， 当 这 样 作 时 ， 这 个 球体 
就 被 剥夺 了 其 地 图 学 意义 ， 而 被 看 作 是 一 个 
纯粹 的 几何 物体 . 所 以 它 可 被 认为 是 无 限 平 
面 的 一 个 有 限 “ 模 型 "， 而 且 这 个 模型 保留 了 
反 演 的 所 有 主要 特征 . 这 种 模型 的 优点 是 ， 
它 使 我 们 更 容易 看 到 平面 反 演 的 各 个 方面 ， 
对 于 该 球体 赤道 平面 , 我 们 只 考虑 其 反射 ( 即 
南北 纬度 的 反 转 ) , 而 不 是 反 演 ; 而 且 , 直线 和 
图 总 是 变 成 贺 ， 而 在 污 限 远 距离 上 的 难以 提 


图 13.2 ЖЕТЕТ 
HUB PE ER Fe] FS 
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摸 的 点 变 成 了 球体 上 的 普通 点 一 一 北极 . 在 
以 后 的 讨论 中 我 们 还 有 机 会 研究 这 种 模型 . 
现在 让 我 们 再 驾到 地 理 问题 . 因为 球 极 
平面 投影 在 北极 附近 遭受 的 变形 不 断 增 加 ,所 
以 对 整个 地 球 进行 里 射 就 变 得 不 太 适 合 . 在 
实践 中 ,只 在 任何 给 定 地 图 上 映射 某 个 半球 ; 
当然 , 这 可 以 是 北半球 ; 在 这 种 情况 下 , 我 们 
必须 从 南极 对 地 球 投影 。 {图 13.3 给 出 了 这 


Dux 


n 


13.3 球 极 平面 投影 下 
的 北半球 . 经 允许 摘自 
David Greenhood Ж Bh 13. 
The University of Chicago 
Press, 1964 年 出 版 . 《根据 
Deetz 和 Adams 的 书 重新 制 
TE.) 


Ф 
"t 


% 
Xd 


| 


ty 


种 投影 下 北半球 实际 上 是 个 什么 样子 . ) 但 是 
为 了 补偿 这 个 缺点 ,我 们 的 投影 使 用 了 地 图 给 
制 学 的 一 个 极其 重要 的 性 质 ,这 就 是 方向 保持 
或 保 角 . 其 含义 是 : 如 果 两 条 曲线 (例如 两 艘 
轮船 在 海上 走 过 的 路 线 ) 以 某 个 角度 相交 , HE Con! 
么 它们 在 地 图 土 的 像 点 曲线 也 以 相同 角度 相 
Ж. 换 句 话说 ， 其 相交 角 在 投影 中 保持 不 变 . 
正 是 这 个 特征 才 使 球 极 平面 投影 成 为 航海 中 
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Жар T B. Ç. 

现在 让 我 们 想象 我 们 开始 一 个 长 途 旅 行 ， 
旅行 中 我 们 总 是 沿 着 一 个 给 定 的 、 事 先 确定 的 
罗 经 航向 ( 璧 如 说 北 偏 东 30°). 我 们 假设 已 下 
决心 坚定 地 沿 着 这 个 方向 走 下 去 ,不 去 考虑 途 
rP aT RES BIKOTE TIREE, An L k .海洋 或 不 可 
逾越 的 沙漠 . XXE  PRERERPROS AT Ж АС о, 它 
保持 一 个 相对 于 北方 而 言 的 恒定 方向 ， 因 而 以 
相间 的 角 经 过 每 一 条 子午 线 . 在 过 去 ， 人 们 很 
多 年 一 直 认为 连接 地 球 上 两 个 点 的 等 角 航 线 也 
是 两 者 之 间 的 最 短 距 离 ， 但 是 葡萄 牙 人 佩 德 软 - 
努 内 斯 (1502 - 1578) 证 明 这 种 想法 是 不 对 的 . 


DRAR” (conformal) 一 词 的 字面 意 办 是 “有 相同 的 形 
AK". 我 们 可 以 很 容易 地 看 到 ， 我 们 的 投影 方法 所 其 有 的 避 角 
特性 还 意味 着 保持 形状 , 假设 地 球 上 有 一 个 小 三 角形 . CH 
每 条 边 显示 到 地 图 上 都 是 一 段 强 ， 这 段 弧 可 被 看 作 是 一 段 直 
线 , 这 是 因为 这 个 三 角形 相当 小 . 因为 我 但 的 投影 保持 角度 
不 变 、 原 三 角形 每 对 边 相 交 的 角度 与 这 两 条 边 在 地 图 上 的 俺 
的 相交 前 一 样 夫 ; 所 以 说 像 点 三 角形 的 形状 相似 于 厌 三 角形 
(尽管 没有 必要 大 小 也 相等 }. 因为 任何 区 域 都 可 看 上 成 是 很 多 
个 这 种 三 角形 的 各 , 所 以 局 样 的 结论 也 和 证 合 于 任何 小 的 形状 ， 
然而 必须 强调 . 仅仅 在 局 部 ( 即 小 的 形状 ) 是 这 样 , 因为 大 三 
角形 的 像 的 边 将 会 更 加 弯曲 .从 理论 上 讲 . 保 形 特性 仅 适 用 
于 无 限 小 的 形状 ， 丛 是 在 实际 应 用 方面 它 确实 为 蔓 至 是 大 训 
那么 大 的 形状 握 供 了 一 个 很 好 的 近似， BH 13.3 清楚 地 说 明了 
这 个 问题 . 

@ 该 间 (loxodome, 等 外 航线, 恒 向 线 , 无 变形 线 一 一 译 
ERRETA loros { = SUELE 和 dromos( = 8848), aie 
Җ. 这 个 名 称 基 由 荷兰 物理 学 家 维 勒 布 罗 德 ， 斯 涅 耳 (1591 - 
1626) 提出 的 , 他 因 一 个 以 他 的 名 宇 命名 的 著 省 定律 而 更 广 为 
AR. 59 fl BIER (loxodrome HEPR tE [6148 (rhumb line) . 
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3g P3 Bir E PA ЙЯ л — [9 RO Jr SF ТЕ k E ETE 
AB ?的 一 段 弧 ， 而 等 角 航 线 则 是 一 条 螺 线 状 
曲线 , 该 曲线 绕 两 极 中 的 一 极 无 限 地 盘旋 ， 越 
来 越 允 近 它 却 从 不 与 其 接触 .荷兰 画家 毛里 艾 - 
C - 埃 舍 尔 (我 们 在 讨论 球面 反 演 时 曾 介绍 过 他 ) 
在 他 优美 的 作品 《球面 螺 线 》(1958) 中 描绘 了 等 
角 航 线 的 特性 { 如 图 13.4 所 示 ). 


图 13.4 MC RÈR: 
СВЕ) (1958). 
(M C. Escher Heirs сло Cor- 
don An - Baam — Holland. 


等 角 航 线 是 如 何 显示 到 球 极 平面 地 图 上 的 
呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,我们 现在 开始 使 用 我 们 (98) 
的 投影 的 保 角 特性 . 因为 一 条 等 角 航 线 以 同一 
个 固定 的 角度 穿 过 每 一 条 子午 线 ， 所 以 它 在 地 


Ф XB -个 其 中 心 与 球 的 中 心 重合 的 园 ( 炳 如 杰 道 
BT. 大 图 在 球面 上 起 着 直 线 的 作用 ， 这 一 点 我 们 以 后 
EFRR. 
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图 上 的 像 点 一 定 以 相同 的 角度 与 经 过 地 图 中 心 
的 每 一 条 直线 相交 . 但 是 我 们 已 经 遇 到 过 一 条 
正好 县 有 这 个 特性 的 曲线 ; 对 数 螺 线 . 所 以 说 ， 
在 一 幅 北 半球 的 球 极 平面 地 图 二 ， 任 何 一 条 等 
角 航 线 都 将 被 证 明 是 一 条 从 北极 发 出 ， 并 且 在 
人 们 向 责 走 时 逐渐 展开 的 对 数 螺 线 . 对 南半球 
来 说 情况 正好 扯 反 ， 每 条 螺 线 都 向 南极 收 合 ， 
无 限 气 住 南极 但 却 总 不 能 到 达 南 极 . 

对 数 螺 线 对 数学 家 可 能 有 着 巨大 的 美学 吸 
引力 ,但 是 它 却 是 一 条 很 丸 手 的 曲线 ,人们 无 法 
使 用 直 尺 和 圆规 把 它 画 到 地 图 上 . 正 是 由 于 这 
个 原因 , 佛 兰 臣 地 理学 家 格 险 德 斯 ， 墨 卡 托 ( 也 
叫 格 哈 德 * 克 雷 默 , 1512 1594) AE HH T [5 f Hh 
图 ， 所 有 的 等 角 航 线 在 这 张 图 上 都 是 直线 . 他 这 
幅 出 版 于 1569 年 的 著名 地 图 在 -- 个 直角 坐标 网 
中 展示 了 整个 地 球 ; 在 这 张 图 上 ， 所 有 的 平行 线 
{ 纬 线 ) 与 子午 线 一 样 , 都 是 等 长 的 (113.5). 可 
是 在 地 球 仪 上 纬 线 图 在 逼近 两 极 时 变 得 越 来 越 
小 ;所 以 , 盔 卡 托 地 图 上 的 每 一 条 纬 线 都 以 一 定 
比例 被 延长 而 超过 其 正确 长 度 ， 这 个 比例 视 该 
纬 线 的 纬度 而 定 : 纬度 越 高 延长 越 多 . 因此 ， 
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线 之 间 的 间隔 进行 等 量 的 伸展 , 以 便 补 偿 这 种 
AREK. 由 于 制订 了 这 种 方案 ， 黑 卡 托 才 
得 以 计算 出 每 条 纬 线 的 正确 间隔 9". 其 结果 是 
一 幅 这 样 的 地 图 ， 在 该 地 图 上 每 一 条 等 角 航 线 
都 以 一 个 恒定 的 负 与 每 一 条 子午 线 相交 ; 而 且 
因为 子午 线 是 平行 的 ， 所 以 所 有 的 等 角 航 线 都 
显示 成 直线 . 

墨 卡 托 地 图 对 他 那个 时 代 的 航海 界 产生 了 
直接 而 重大 的 影响 ， 因 为 它 极 大 地 简化 了 航海 
Ж. 海员 不 再 需要 与 他 的 地 图 上 的 那 坏 手 的 曲 
线 作 斗争 了 ; 从 那 时 开始 ， 他 必须 委 的 所 有 事 
情 ， 就 是 把 他 预订 的 航线 画 成 一 条 把 出 发 点 与 
目的 点 连接 起 来 的 直线 ， 测 量 出 这 条 直线 相对 
于 北方 的 方向 ， 然 后 按照 同一 个 方向 在 海上 航 
行 . 但 是 地 图 绘制 (还 有 其 他 地 方 ) 总 会 出 现 这 
种 情况 : 一 个 目的 的 实现 总 是 以 牺牲 另 一 个 目 


Ф 与 在 很 多 地 理 书 上 发 现 的 错误 陈述 相反 ， 墨 卡 托 的 
投影 不 是 通过 使 用 一 个 图 柱 使 绕 赤 道 卷 着 地 球 位 ， 热 后 失地 
球 仪 的 中 心 向 这 个 回 柱 体 投 影 而 得 到 的 . ЕИ. Е 
投影 根本 不 是 一 种 投影 ， 因 为 它 只 能 从 一 个 数学 公式 中 得 到 ， 
而 且 这 个 数学 公式 的 推 寻 需要 微 积分 学 方面 的 知识 . 黑 卡 托 
生活 的 时 伐 比 微 积 分 的 创立 早 整 整 一 个 世纪 ， 因 此 他 不 可 能 
从 徽 积分 的 优势 中 得 到 好 处 ; 他 找到 必要 的 阿 隔 奉 的 是 一 种 
我 们 今天 称 为 “数值 积分 ” 的 方法 , 也 就 是 说 使 用 一 种 还 步 过 
程 ( 即 从 初 什 开始, 然后 一 个 点 一 个 点 地 往 下 进行 ) 求解 党 分 
方程 . 这 种 方法 在 现代 计算 机 或 者 甚至 在 手 榨 计算 器 上 便 可 
有 效 地 执行 , 对 黔 卡 托 来 说 , 这 又 是 一 种 无 法 享受 的 奢望 . 这 
使 他 的 成 就 更 加 不 同 寻 常 . 而 且 很 多 人 都 认为 .他 的 地 图 基 自 
发 现 地 球 是 辆 的 之 后 ,对 地 图 绘制 科学 的 曙 伟 天 的 责 献 . 详情 
请 参阅 Charles Н. Deetz 和 Oscar S. Adam {EARE (993€ 9 — 
# (Greenwood Press 1960 年 出 版 ) . 
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的 为 代价 的 ， 在 这 种 情况 下 牺牲 的 是 地 球 的 形 
iR. 当 我 们 越 接近 北极 时 ， 纬 线 之 间 的 距离 被 
拉 长 越 多 ,所 以 处 在 高 纬度 的 国家 在 地 图 上 极 
大 地 变 了 形 ; 例如 格陵兰 岛 实际 上 只 有 南美 洲 
的 九 分 之 一 大 , 但 在 地 图 上 看 起 来 却 比 南美 洲 
还 大 . 正 是 这 种 南北 延长 才 使 墨 卡 托 地 图 看 起 
来 很 有 自己 的 特点 . 当然 , 这 幅 地 图 上 无 法 显示 出 
[101]. 南极 和 北极 , 因为 它们 的 像 点 在 无 限 远 的 地 方 . 
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第 14 章 在 平面 上 贴 瓷 态 


空间 的 测量 有 三 种 不 同 . 
它 的 长 度 绵延 无 穷 ， 
永 无 间断 ; 它 的 宽度 
辽阔 广远 ,没有 尽 处 ， 
它 的 深度 下 降 至 不 可 知 的 领域 . 
— FERE n 
(1759 — 1805) © 


现在 让 我 们 回 到 普通 几何 学 . 在 我 们 周围 
众多 的 几何 图 形 中 , 正 杀 边 形 总 是 起 着 特殊 的 作 
Wh. 多边形 {polygon, 来 源 于 希腊 词 poys- RE, 
gonon = Ж) 是 一 个 由 直线 线段 组 成 的 闭合 的 平 
HAE. 正和 多边 形 是 一 个 边 和 角 都 相等 的 多边 
Ж. 最 简单 的 正 儿 边 形 是 等 边 三 角形 , 其 后 是 正 
方形 、 五 边 形 、 六 边 形 等 等 . 我 们 在 第 一 章 已 经 
TRAL, 希腊 人 对 这 些 正 多 边 形 尤其 感 兴 趣 , 并 
且 使 用 它们 求 出 = 的 近似 值 . 他 们 当然 知道 世 
ЗЕНА ЕЛУ ЈЕ; 也 就 是 说 , 对 于 任 


何 一 个 给 定 的 整数 =3， 都 存在 一 个 有 п ЖЛ 


Ф WK AP. apiki 1984 EIC) AN 
3 页 ,一 一 详 者 注 
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的 正 多 边 形 一 一 数学 家 们 称 之 为 "n 边 形 ”. 

这 里 产生 了 一 个 与 正 多 边 形 有 关 的 基本 问 
E. 它们 中 的 哪 一 个 能 够 像 贴 次 砖 一 样 铺 满 一 
个 平面 { 例 如 地 板 )?“ 贴 春 请 ”( 还 可 使 用 “棋盘 
its RT — 18]) 在 这 里 意思 是 说 , 我 们 能 够 通 
过 单一 基本 形状 的 无 限 次 重复 而 填 满 整个 平面 . 
在 无 穷 密 的 正 黎 按 形 中 ， 只 有 三 种 可 以 用 于 做 
这 项 工作 : 等 边 三 角形 .正方形 和 六 边 形 , 这 一 
点 不 难 证 明 ®. 我 们 可 以 很 容易 地 看 出 , 为 什么 
正 五 边 形 等 等 不 能 铺 满 一 个 平面 ， 五 边 形 的 两 
条 邻 边 的 夹 角 为 108° (图 14.1); 然而 , FIE 


2 


何 数 目的 正 五 边 形 ， 要 使 它们 相交 于 一 个 顶点 
并 县 紧 紧 地 镰 能 在 一 起 ，108" 必 须 转动 整数 次 
才能 走 完 一 圈 , El 360°, 这 当然 不 可 能 的 . 以 同 
样 的 方法 可 以 排除 三 、 轩 和 六 边 形 之 外 的 所 有 
其 他 п XE. 当然 我 们 都 熟悉 正方 形 的 贴 次 夸 
方法 , 它 是 贴 赛 砖 方法 中 最 明显 的 一 种 形式 , 因 


中 ”当然 ,我 们 不 区 分 形状 相同 而 尺寸 砂 同 的 正 狗 过 形 ; 
也 就 是 说 , 如果- 个 基本 的 图 形 能 够 锁 满 一 个 平面 , 那么 同一 
个 转 形 扩大 或 缩小 后 也 能 做 到 这 一 点 


图 it 正 五 边 形 无 法 铺 
满 一 个 平面 . 


— 135 一 


CS LS 
C SNC MX 
AVAVAVAVAVAVAY, 
МАУ УУМ УУУ 
OO 

D 


图 14.2 ESHE 
#h up RE BJ t # ТЕ r p EK 
方法 . 
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为 它 不 仅 能 覆盖 整个 地 面 , Im ELXSRE iF STRE £1 
矩形 房间 的 墙 豆 上 . 六 边 形 的 贴 宫 砖 方法 在 很 
多 散步 场所 很 常见 , 华盛顿 特区 的 地 铁 站 便 是 一 
个 很 好 的 例子 . 使 用 等 边 三 角形 贴 瓷 砖 在 本 质 
上 等 同 于 用 六 边 形 止 贬 砖 , 因为 六 个 这 种 三 角形 
便 可 组 成 一 个 正六 边 形 . 自然 界 中 也 可 找到 六 
边 形 锐 嵌 一 一 它 构 成 了 蜂 房 的 基本 结构 . 这 里 有 
一 个 原因 ,而 且 很 显然 蜜蜂 肯定 知道 : 在 三 种 
贴 宫 砖 方法 中 ,六 边 形 的 贴 痪 砖 方法 收效 最 
大 一 一 覆盖 一 个 给 定 面积 时 六 边 形 需 要 的 材料 
有 最少. 图 14.2 给 出 了 三 种 基本 的 贴 次 落 方 法 . 
当 我 们 从 二 维 上 升 到 三 维 时 ,情况 就 完全 
KAT. 这 里 有 一 个 令 人 惊奇 的 事实 : 正好 有 
五 种 不 同 的 正 立 体 ,而 且 在 这 五 种 正 立 体 中 ,只 
有 一 种 能 够 在 空间 中 “ 贴 次 砖 ". 正 立体 或 正 多 
面体 是 指 所 有 的 面 都 是 全 等 正 多 边 形 , MAR 
些 多 边 形 在 空间 中 以 相同 角度 相交 的 多 面体 . 
世界 上 只 存在 五 种 正 多 面体 (不 像 平 面 正 煞 边 
形 有 无 限 多 个 }. 这 一 事实 是 莱 昂 哈 特 ， 欧 拉 
1752 年 发 现 的 一 个 著名 公式 所 带 来 的 结果 对 
于 任何 一 个 简单 多 面体 ( 设 有 缺口 的 多 面体 ) 来 
说 ， 它 的 面 的 数目 F, ВА 已 和 顶点 的 数 
Hv 总 是 由 下 述 方程 结合 在 一 起 
VF-E-+F=2, 


从 这 个 公式 我 们 可 以 证 明 ( 见 附录 ) 只 存在 五 种 Les] 


得 到 正 多 面体 的 可 能 性 ; 
”= 4,E = 6, F =4: [IEE 
V=8,E =12,F = 6: 立 方 体 
V=6,E = 12, F = 8: ATE 


V220,E = 30, = 12: 十 二 面体 

F=l2.,E = 30, F = 20; 二 十 面体 
(除了 正方 体 之 外 , 名 称 都 来 自 面 的 数目 . ) 这 
些 正 多 面体 也 称 正 立 体 (图 14.3), 它们 早已 为 
希腊 人 所 熟知 . 很 多 神话 篇 性 都 赋予 了 它们 .而 
且 天 文学 家 约翰 尼斯 - JF3R39 (1571 — 1630) 在 
他 的 行星 轨道 理论 中 给 了 它们 一 个 显著 的 角色 
{后 来 证 明 它 们 不 配 这 个 角色 ). 在 我 们 这 个 时 
代 ， 这 些 立 体 在 晶体 学 领域 得 以 东山 再 起 . dà 
体 的 原子 排列 成 品格 ， 这 些 晶 格 具有 严密 的 空 
间 整 齐 度 . 我 们 可 以 把 这 种 晶 格 看 成 是 由 “ 单 
位 元 件 " 组 成 的 ;“ 单 位 元 件 " 是 基本 的 砌 块 ,而 
这 些 砌 块 经 无 限 的 重复 可 以 填 满 晶体 的 容积 . 
例如 ， 金刚 石 的 康子 填 满 了 正四 面体 的 项 角 耻 ， 
而 且 正 是 这 种 排列 才 使 金刚 石 有 那么 著名 的 硬 
ВШ. 一 个 正二 十 面体 出 现在 美国 数学 协会 的 会 
标 上 (图 14.4) . 


Q 金刚 石 的 品格 应 为 正八 面体 . 一 一 译 者 注 


图 14.3 ”五 种 正 多 面体 或 
称 正 立体 .经 允许 摘自 
D. Hilbert 5j S. Cohn — Vossen 
Ж ЛУ) Б. 
Chelsea Publishing Company 
1952 年 出 版 


图 14.4 “美国 数学 协会 标 
Ж ЕВ ТЕ. 这 个 正 立 
体 有 二 十 个 相同 的 面 ， 而 且 
每 一 个 面 都 是 一 个 等 边 三 
ЯЕ. 承蒙 美国 数学 协会 担 
üt. 
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图 14.5 对偶 性 :立方 体 的 
MAE AE. 反之 亦 然 . 
经 允许 摘自 D. Hilbert 和 
S.Cohn - Vossen 著 《几何 学 
与 想象 》 一 书 . 该 书 由 


Chelsea Publishing Company 
1952 年 出 版 . 
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欧 拉 的 公式 得 出 了 五 个 正 立体 的 一 个 明显 
的 特性 : 如 果 我 们 用 直线 把 一 个 给 定 立 体 的 所 
有 面 的 中 心 连接 起 来 ， 那 么 我 们 可 再 次 得 到 一 
个 立体 , 称 为 原 有 立体 的 对 情 . 这 样 一 来 ,立方 
体 的 对 偶 是 一 个 八 面体 ， 反之 亦 然 {图 14.5); 
而 二 十 面体 的 对 偶 则 是 一 个 十 二 面体 , 反之 亦 
Ж. 四 面体 是 自 对 偶 的 : 它 的 对 偶 仍 然 是 一 个 
四 面体 一 一 尽管 体积 较 小 . 这 一 特性 是 下 述 事 
实 产生 的 结果 : 欧 拉 的 公式 中 变量 下 和 VY 以 对 
称 方 式 出 现 ， 也 就 是 说 我 们 可 交换 它们 的 位 置 
而 不 影响 这 个 公式 的 正确 性 . (EIE E 的 情况 
不 一 样 ,因为 它 带 有 一 个 负 号 .) 

正 是 这 一 性 质 直 接 产 生 了 对 侦 正 立体 的 无 
穷 级 数 , 例如 ,我 们 可 以 从 一 个 正方 体 出 发 , 连 
接 它 的 六 个 面 的 中 心 便 可 得 到 一 个 正八 面体 ， 
然后 再 连接 其 从 个 面 的 中 心 ， 又 可 得 到 一 个 正 
方 体 ， 这 样 继续 下 去 直至 无 穷 . 以 这 种 方式 得 
到 的 立体 的 级 数 将 在 尺寸 上 由 大 变 小 ， 而 且 每 
一 个 立体 都 嵌 人 它 之 前 的 那个 立体 之 中 . 该 级 
数 中 的 立体 的 体积 遵循 严格 的 数值 比率 ， 然 而 
除 四 面体 之 外 ， 这 些 比 率 远 非 简单 . 对 自 对 偶 
的 四 面体 来 说 , 其 比率 是 173: 每 条 边 的 长 是 先 
前 那个 四 面体 的 三 分 之 一 (所 以 体积 是 前 一 个 
的 1/27). 对 于 立方 体 - 八 面体 级 数 来 说 , 当 从 
立方 体 到 八 面 体 时 ,该 比率 为 27 2, CLA 
面体 到 立方 体 时 该 比率 为 “2 из. 对 于 一 十 面 
体 -~ 十 二 面体 序列 来 说 ,其 比率 村 更 为 复杂 . 

再 加 到 平面 的 话题 上 来 ， 我 们 已 经 知道 只 


[164] 
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面 . 但 基 如 果 我 们 放 检 对 多 边 形 的 一 些 限 制 ， 那 
么 就 可 造成 很 多 新 的 可 能 性 . 所 以 ， 使 用 等 边 不 
等 角 的 五 边 形 铺 满 平面 是 可 能 的 ， 如 图 14.6 所 


的 14.6 AERE 六 能 辅 满 一 个 半 面 , 它 的 边 相 等 而 角 不 
WF. 注意 ; 四 个 这 样 的 五 边 形 合并 成 一 个 六 边 形 . 经 允许 摘 
A Phares С. O Daffer 与 Stanley R. Clemens ÉL IE MRS 
ФЕ) o5. 1976 年 版 权 归 Addison — Wesley Publishing Company, 
lec. 所 有 . 


л. (注意 : 每 个 五 边 形 中 有 两 对 角 相 等 ，) 如 
图 所 示 ， 四 个 这 种 五 边 形 总 能 结合 在 一 起 形成 
一 个 六 边 形 ， 所 以 五 边 形 棋盘 花纹 镶 典 同时 也 
是 一 个 六 边 形 棋盘 花纹 贸 扔 ，( 注 意 ; 这 不 是 蜂 
房 的 棋盘 花纹 镰 嵌 术 所 使 用 的 正六 边 形 ， 而 是 
一 个 拉 长 的 六 边 形 ， 它 有 两 条 相等 的 短 边 和 四 
条 相等 的 长 边 . ) 我 们 知道 ,使 用 任何 多 于 六 条 
边 的 多 边 形 不 可 能 进行 棋盘 花纹 镶 典 . 而 在 另 
一 方面 ， 很 容易 证 明和 任 枉 三 角形 和 任何 四 边 形 
都 可 完成 一 个 平面 的 棋盘 花纹 镶嵌 ， 如 图 14.7 
和 图 14.8 所 示 . 

还 有 一 种 使 用 不 止 一 种 基本 的 名 边 形 在 一 
个 平面 上 进行 棋盘 花纹 镶 檬 的 可 能 性 . 仔细 分 
HEA: 正好 有 八 种 正 多 边 形 的 组 全 能够 以 
下 述 方法 对 平面 进行 棋盘 花纹 德 底 :每 一 个 
顶点 都 围 着 相同 类 型 和 相同 数 自 的 规则 多边 
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В 14.9 从 种 可 能 的 半 正 
LI] p 454 DE ii 
# 自 Phares G.O' Пабег 与 
Stanley R.Clemens Ж (JL [o 
学 :研究 方法 》 一 书 1976 年 
版 权 归 Addison - Wesley 
Publishing Company, Inc. 所 
48. 


— 140 — 


图 14.7 任何 三 角形 都 能 铺 满 平 页 . 经 允许 摘自 Phares 
C. O" Daffer 与 Stanley R .Clemens 著 《 几 何 学 : 研究 方法 》 一 书 . 
1976 年 版 权 归 Addison - Wesley Publishing Company „Inc. 所 有 . 
图 14.8 ЕЗ НЕННЕ ГУТ. 经 允许 摘自 Phares 
G.0 Daffer 与 Stanley R. Clemens 著 《 几 何 学 : 研究 方法 } 一 书 . 
1976 年 版 权 归 Addison - Wesley Pubishing Company, Inc. 所 有 . 


xs 


ЖО. c MES US EMBUSEIEEUNGS, 如 图 


中 细节 的 专业 性 很 强 ， 在 Phares С.О” Пайег 5j Stanley 
К. Clemens ВТ СЛЕ: 研究 方法 》 一 书 中 有 叙述 . 该 书 由 加 
利禄 尼 亚 门 罗 公园 的 Addison - Wesley 1977 年 出 版 ， 坊 书 还 列 
рч С ЕЧ dnt 
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ЕТА 


14.9 АТ. в, 我 们 可 以 放弃 所 有 的 顶 角 必 
须 一 样 的 要 求 ， 这 样 便 可 产生 复杂 性 极 不 寻常 
НОН ТЕБЕН, ВА 14.10 给 出 了 一 个 例子 ， 
在 过 去 的 二 十 年 里 ， 人 和 们 对 这 个 问题 产生 了 极 
大 兴趣 毫 无 疑问 ,这 是 受到 了 荷兰 艺术 家 毛 


图 14.10 fil 14.11 
BU - C: 挨 合 尔 作 品 的 启发 ， 击 埃 会 尔 则 是 
从 摩尔 人 的 装饰 艺术 中 获得 的 灵感 . 实际 上 ， 
正 是 在 视觉 艺术 中 ， 棋 盘 花 纹 镶嵌 才 找 到 了 它 
的 最 大 的 应 用 . 我 们 将 在 第 三 篇 重点 讨论 这 些 
(1071 问题 . 


CD f. Б. Penrose MR "EAMT EERE", 见 
Mathematica! Intelligence. 2(1979). pp.32 — 37, W A. Martin 
Gardner, = ФГ ГЕННЕН t aE RERE”, Saentiñc 
American, January 1977, pp. 110 — 121. 


Fd 14.10 -AERAR 
ЮЙЛЕ КИЕН. 经 多 许 摘 自 
Phares G. O Daler 5jStanley 
R. Clemens 著 & 几 何 学 :研究 
方法 》 一 书 ，L976 年 版 权 归 
Addison - Wesley Publishing 
Company. Іле. 所 有 . 


Шо. 除了 立方 体 之 
外 ,五 种 正 空 体 之 中 没有 一 
TERRE. 但 是 这 里 


”给 出 的 平 裁 作 面体 能 够 不 


BI [E fs] zx Bot Hb Lu — Pi s 
jg; 阿 基 米 德 已 经 知道 这 种 
ЕЛЖ. 俄罗斯 晶体 学 家 费 
奥 多 罗 夫 重新 发 现 了 它 . 
经 允许 摘自 D'Amy W. 
Thompson 所 著 《增长 和 形状 
WAF 一 书 , J.T. Boner 编 ， 
1961 年 版 权 归 Cambridge U- 
niversity Press 所 有 . 
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第 15 章 ”对 几何 学 的 新 认识 


所 有 有 限 的 东西 都 揭示 了 无 限 . 
一 一 西 奥 多 . 45 (1908- 1963), 
《远方 的 田野 》, V 


我 们 在 结束 第 二 篇 之 前 ， 再 研究 两 个 在 现 
代数 学 中 最 具 革 命 性 的 新 事物 ， 它 们 者 与 无 穷 
大 有 着 直接 的 关系 . 第 一 个 是 射影 几何 学 的 创 
立 ; 这 个 学 科 的 创立 把 我 们 带 回 到 文艺 复兴 时 
代 ， 而 且 其 根源 不 在 科学 而 在 艺术 之 中 , 在 中 
世纪 ， 科 学 和 艺术 都 从 属于 当时 的 宗教 和 神话 
fci fü. 对 自然 界 的 描述 不 是 按照 她 的 本 来 面 
目 ， 而 是 按照 观察 者 的 幻想 或 宗教 信仰 . 这 样 
一 来 ,世人 相信 太阳 围绕 地 球 转 , 不 是 根据 对 天 
空 的 客观 观察 得 到 的 有 效 的 证 据 ， 而 是 因为 天 
主教 会 规定 必须 如 此 . 地 球 自身 是 扁平 的 -一 
尽管 反面 证 据 不 断 增加 一 一 因为 相信 地 球 是 圆 
的 就 意味 着 让 “ 另 一 边 " 可 怜 的 生物 钴 进 那 无 穷 
空间 的 深渊 之 中 . 而 且 画 家 画 他 的 圣 徒 或 英雄 
们 不 是 根据 他 们 的 自然 透视 效果 一 -就 是 说 ， 
远 处 的 人 物 看 起 来 比 近 处 的 小 一 一 而 是 根据 他 
们 在 教会 等 级 制度 中 的 地 位 . 
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直到 1 世纪, 大 们 才 开 始 对 自然 界 进行 更 
客观 的 观察 , 而 且 一 旦 变革 之 风 开 始 吹 起 ， 它 
们 就 不 可 能 停 下 来 . 对 我 们 的 世界 的 真实 、 客 
观 的 描述 成 了 新 时 代 的 座 右 馈 ， 而 且 它 使 西方 
社会 的 所 有 方面 都 发 生 了 变化 . 尤其 是 在 艺术 
界 ， 这 种 新 观点 促使 人 人们 研究 我 们 的 眼睛 感知 
周围 风景 与 物体 的 规律 . 这 和 便 产 生 了 透视 画 
法 ,这 种 方法 由 意大利 建筑 师 和 有 雕 映 家 非 利 波 - 
布 鲁 内 莱 斯 基 (1377 – 1446) 于 1425 年 创立 , 而 
阿尔 布雷 希 特 ' 和 技 勒 和 列 奥 纳 多 ¿K + 芬 奇 则 
使 其 进一步 完善 . 

透视 画 法 是 一 种 画图 方法 ， 它 使 艺术 家 能 
够 以 一 种 真实 而 客观 的 方式 ， 将 他 眼前 的 景物 
画 到 画布 上 . 根据 透视 画 法 原理 画 出 的 图 画 可 
以 说 是 一 种 照片 一 一 忠实 地 青 现 了 眼睛 所 实际 
看 到 的 东西 . 但 是 我 们 知道 景物 的 照片 与 实际 
景物 在 一 些 方 面 有 所 不 同 :例如 ,一 个 圆 可 能 会 
像 一 个 椭圆 ， 正 方形 可 能 像 梯 形 ， 一 -对 平行 线 
(例如 铁路 轨道 ) 好 像 在 地 平 线 上 汇合 在 一起. 
正 是 这 个 问题 一 一 当 把 一 个 物体 画 到 画布 上 时 
它 看 起 来 像 什 么 一 一 在 16 世纪 产生 了 一 个 全 
新 的 数学 分 支 一 一 射影 几何 学 . 

古 堪 希腊 几何 学 专门 研究 图 形 的 大 小 和 和 形 
AR, 射影 几何 学 则 研究 图 形 的 更 基本 而 且 在 某 
种 意义 上 更 简单 的 方面 : 那些 在 射 彩 中 保持 不 
变 的 特性 .“ 射 影 " 指 的 是 从 物体 发 出 并 且 在 眼 
贿 (或 者 在 有 些 情 况 下 是 照相 机 镜头 ) 上 收 伍 的 
所 有 光线 的 汇集 . 当 画 家 在 他 的 画布 上 画 一 个 
景物 时 ， 我 们 可 以 把 画布 设想 为 与 这 些 光 线 相 
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15.1 两 对 平行 线 : 
{a) 从 上 面 看 ; (b) E 
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2 BJ3F- pi ex de Hi — А). 图 画 则 基 由 射影 线 
穿 人 台布 的 所 有 点 的 汇集 形成 的 . 所 以 ， 射 影 
几何 学 的 基本 目的 就 是 研究 物体 与 其 在 断面 上 
的 像 之 间 的 关系 ， 尤 其 是 像 的 那些 在 射影 中 保 
持 不 变 或 未 被 改变 的 特性 . 正 是 在 这 里 ， 无 穷 
太 的 概念 才 进 入 了 我 们 的 讨论 范围 . 

正如 我 们 刚才 说 到 的 那样 ， 一 般 情 况 下 两 
条 平行 线 在 商 上 好 像 不 再 平行 ， 所 以 在 射影 中 
平行 的 特性 不 再 保存 . 但 是 我 们 还 从 经 验 中 得 
AUE TX Ep CBE CEA E. 那么 这 个 地 平 
线 是 一 种 什么 类 型 的 物体 呢 ? 不 相交 的 直线 为 
件 么 在 这 里 看 似 相 交 在 一 起 呢 ? 射影 几 柯 学 把 
地 平 线 看 作 是 一 条 普通 而 又 特殊 的 直线 :“ 无 穷 
TR”. 平面 中 的 每 一 对 平行 线 定义 一 个 点 一 一 
“无 穷 远 点 "， 这 两 条 直线 好 像 在 这 里 会 健在 一 
起 ; 而 所 有 无 穷 远 点 的 总 体 就 构成 了 无 限 远 处 
的 直线 一 一 地 平 线 { 图 15.1) ?所 以 ,射影 几何 


、 » DTI. 
чб z 


a b 
学 正式 认可 “平行 线 在 无 限 远 处 相交 ”这 一 通俗 
而 含糊 的 说 法 . 
乍 看 起 来 ， 将 这 样 一 种 含糊 概念 引信 几何 


Ф 此 外 ,还 使 用 "理想 点 "和 " 没 影 点 "等 名 入 , 相应 地 有 
“理想 直线 "和 " 没 影 直线 ”. 
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学 ， 可 能 在 很 大 程度 上 损害 了 数学 作为 一 门 严 
密 学 科 在 我 们 心目 中 的 形象 ， 因 为 在 数学 这 门 
学 科 中 没有 含糊 性 和 歧义 性 的 立足 之 地 . 太 对 
啦 ! 对 于 一 种 新 的 创造 ,只 有 我 们 给 它 的 概念 一 
个 精确 的 定义 ， 并 且 通 过 它 的 用 途 证 明 这 个 定 
六 人 台 理 时 ,这 种 新 创造 才 会 变 得 合法 . 其 实 , 在 
我 倍 税 意 两 条 平行 线 在 一 个 无 穷 远 点 相交 时 ， 
就 已 给 出 了 它 的 定义 , 注意 : 这 与 平行 线 作为 
(平面 中 ) 不 相交 的 直线 的 传统 定义 一 点 儿 也 不 
矛盾 ,因为 经 典 几何 学 从 和 研究 无 穷 性 , 它 只 研 
究 有 限 点 ; 而 传统 定义 只 是 说 平行 线 不 在 任何 
有 限 点 上 相交 . 因此 , 加 上 无 限 远 处 的 点 和 线 ， 
只 不 过 是 使 用 一 个 肯定 的 陈述 代替 一 个 否定 的 
陈述 { 即 平行 线 不 能 怎么 样 ) . 

当然 ,我 们 可 以 根据 我 们 的 意愿 ,定义 很 多 
新 概念 ， 但 是 这 样 做 的 最 终 理由 是 要 看 这 些 概 
念 是 不 是 有 助 于 进一步 说 明 研究 中 的 问题 . ЈЕ 
是 在 这 里 ,我 们 新 观点 的 优势 才 变 得 非常 明显 ， 
因为 无 限 远 处 的 点 和 线 的 引 人 有 一 个 强大 的 统 
一 力量 : 它 消除 了 以 不 同方 式 处 理 平行 线 和 "“ 普 
通 ” 直 线 的 必要 ， 在 普通 几 林 学 中 , 我 们 说 
“两 条 相交 的 直线 只 有 一 个 交点 ; 平行 线 不 相 
Ж”. 而 在 射影 几何 学 中 , 我 们 说 “平面 中 的 任 
何 两 条 直线 都 相交 于 唯一 的 一 点 ”. 在 这 种 陈 
述 中 有 某 种 美感 , 也 有 其 彻底 的 一 般 性 ; 而 且 
数学 家 也 和 像 艺术 家 一 样 ， 总 是 在 他 们 的 工作 中 
寻找 优美 . 

可 以 确信 ， 在 普通 点 与 无 穷 远 点 二 者 之 间 
存在 很 大 的 差别 . 一 个 普通 点 确定 一 个 性 置 ， 


ГА 
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而 无 穷 远 点 则 确定 一 个 方向 . 两 条 非 平行 线 的 
交点 给 出 了 两 条 直线 相交 的 确切 位 置 ; 两 条 平 
行 线 的 交点 仅仅 告诉 我 们 它们 的 方向 . 又 因为 
相互 平行 的 所 有 直线 具有 相同 的 方向 ， 我 们 将 
进一步 同意 ， 所 有 这 种 直线 都 相交 于 某 个 无 穷 
远 点 . 这 就 是 说 ， 每 一 族 平 行 线 都 有 其 自身 的 
唯一 无 穷 远 点 2. 

如 上 所 述 ,无 穷 远 点 和 直线 的 引 人 和 人 ,使 人 们 
不 必 区 分 相交 和 平行 直线 . 然而 ， 如 果 仅 仅 是 
因为 这 个 成 就 ， 射 影 几 何 学 将 无 法 证 明 它 作为 
数学 的 一 个 独立 分 支 是 合理 的 , 事情 的 进一步 
发 展 表明 ， 我 们 的 新 观点 实际 上 使 我 们 能 够 发 
现 很 多 新 结果 一 一 如 果 我 们 只 使 用 古典 几何 学 
的 方法 ,那么 这 些 新 结果 可 能 始终 不 会 引起 人 
们 注意 . 例如 ， 我 们 看 一 看 以 下 两 个 简单 的 命 
题 , 一 者 都 取 自 初等 几何 学 ; 


中 ”直觉 观念 认为 一 条 直线 在 两 个 方向 上 向 无 穷 远 延 伸 ， 与 
之 相反 .我 们 在 这 里 采用 的 是 一 条 普通 直线 只 有 一 个 无 穷 远 
点 的 观点 . 这 样 司 的 目的 是 维护 "通过 两 个 给 定点 有 且 只 有 一 
条 直线 经 过 "这 一 公理 . 如 果 我 们 为 每 一 条 直线 赋予 两 十 无 穷 
远 点 .那么 我 们 将 被 迫 认为 所 有 的 平行 线 都 是 恒 等 的 . 

注意 :这 个 约定 不 同 于 我 们 用 于 反 演 的 约定 . 反 演 所 采用 
的 约定 为 整个 平面 定义 一 个 单独 的 无 穷 远 点 ， 据 此 我 们 可 以 
区 分 没有 无 穷 远 点 的 通常 的 或 罗 几 里香 的 平面 、 反 演 平 面 (一 
个 无 穷 远 点 } 以 及 射 彩 平面 (每 组 平行 线 有 一 个 无 穷 远 点 ) . 这 
毕 观 念 可 以 很 容易 地 推广 到 三 维 ， 每 组 平行 下 而 将 相交 于 一 
TEATAR., 而 且 由 于 存在 无 穷 多 条 这 种 直线 (与 三 维 空间 
中 元 穷 多 组 平行 平面 相对 应 )， 所 以 我 们 定义 一 个 无 穷 远 平 
前 ;所 有 这 些 直 线 均 位 于 其 上 . 
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两 点 确定 唯一 的 一 条 直线 ; 
两 条 直线 确定 唯一 的 一 个 点 . 


CILE 15.2; 第 二 个 命题 当然 包括 两 条 直线 平 
行 的 情况 .) 这 是 个 命题 给 人 名 象 最 深 的 是 它们 


的 完全 对 称 性 :* 点 ”和 "直线" 二 词 以 正好 相同 
的 方式 出 现在 它们 之 中 . 事实 上 ， 我们 可 以 交 
换 这 两 个 词 的 位 置 ， 市 不 会 影响 每 一 个 命题 的 
有 效 性 ; 唯一 的 变化 将 是 第 一 个 命题 变 成 了 第 
二 个 ， 而 第 二 个 命题 变 成 了 第 一 个 . 这 种 完全 
对 称 性 称 为 对 偶 原 理 ， 而 且 它 是 射影 几何 学 最 
优美 的 成 果 之 一 . 

根据 对 偶 原 理 ， 任 何 关于 点 和 线 相互 关系 
的 有 效 命 题 ( 称 为 关联 命题 ) 车 处 处 将 “点 ”和 
“ER” BHRR, (Uu HERORGRPE. 我 们 说 
这 两 个 命题 以 及 它们 对 应 的 几何 构 形 “对 偶 等 
fr". 例如 ,三 角形 可 被 认为 是 三 个 非 共 线 点 
Е агле жаю) 的 一 个 集 

fr, 如 图 15.3a 所 示 ; 或 者 是 三 条 非 共 点 线 (并 
+= 条 线 都 经 过 一 个 点 ) 的 一 个 集合 ， 如 图 
15.3b 所 示 . 第 一 一 个 定义 是 更 为 常见 的 ， 但 第 


图 15.2 ЕРЕ: (ay 经 过 
AAt- ВЕ: (b) DE 
两 条 直线 上 的 Ta 
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Elisa ҢЕР 

É: (a) “个 非 共 线 点 ; (b) 

Uli Motu. а 
二 个 也 同样 有 效 . (当然 ,我 们 必须 把 直线 看 成 
是 无 限 延 长 的 ， 所 以 我 们 的 三 角形 看 上 去 有 点 
JLA SEE.) 然而 . 这 个 结果 相当 平凡 . 一 个 更 
有 趣 的 事实 是 由 法 国 建筑 师 和 工程 师 热 拉 尔 : 
Heta ( 约 1593— 1662) 于 1639 年 发 现 并 以 他 
的 名 字 命 名 的 ,他 发 现 ; 


如 果 两 个 三 角形 ABC Же AÀA' B' C 
болк Е, [b HX ДА", BB' 和 CC, 
那么 可 aa, bb'e се XX. 


这 里 , 我 们 使 用 AA" 表示 通过 点 4 和 А' 的 直 


Т 15.4 РР. Rt 
的 情况 . 
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E 


线 , aa :表示 “经 过 "直线 a 和 a :的 点 ( 即 这 两 条 
(n2) 直线 的 交叉 点 ); 其 他 点 对 、 线 对 也 一 样 ( 
15.4). 这 种 记号 的 选择 完全 体现 了 射影 几何 学 
的 精神 一 一 它 的 目标 是 点 和 线 之 间 的 完全 对 称 . 
包 沙 格 定理 用 普通 几何 学 的 工具 根本 难以 
证 明 . 但 是 从 射影 几何 学 角度 看 ， 其 证 明 变 得 
极其 简单 ,两 个 三 角形 ABC 和 4'B'C' 可 被 认 
为 是 相互 的 射影 ,其 中 射影 的 出 发 点 是 点 0, 直 
线 АА”,ВВ'ЯП CC ' 相 交 于 О. 注意 :为 造成 这 种 
情况 ,这 两 个 三 角形 无 须 处 在 一 个 平面 上 ; 相 
应 该 把 它们 看 作 属 于 两 个 相互 倾斜 的 平面 . 
而 两 个 斜面 总 能 相交 成 一 条 直线 ， 所 以 对 应 边 
的 交点 必定 位 于 该 直线 上 . 这 就 完成 了 这 一 证 
Hj. 这 个 证 明 不 仅 是 简单 性 的 模型 ， 而 且 还 提 
人 殿 了 一 个 实例 :如 果 从 三 维 角度 人 手 , 那 么 二 维 
几何 构 形 更 容易 得 到 证 明 . 
有 人 可 能 要 问 : 如 果 直 线 44'，BB8' 和 CC 


图 15.5 ArMATI 
的 情况 
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平行 , 那么 图 15.4 将 发 生 什么 情况 呢 ? “我 们 
是 不 是 为 这 种 特殊 情况 而 必须 修改 笛 沙 格 定 
理 ? 答 案 是 :完全 不 必 ! 如 果 这 三 条 直线 平行 ,这 nus 
仅仅 意味 着 它们 所 共 的 点 退回 到 了 无 穷 远 ， 而 
射影 几何 学 认为 所 有 的 无 穷 远 点 都 是 真正 的 
HR. 所 以 , 点 如 bb ec 仍然 位 于 一 条 直线 
之 上 {图 15.5). 另 一 个 有 趣 的 例子 是 两 个 三 角 
形 根 似 并 且 中 心 对 准 ,如 图 15.6. (我 们 可 以 把 


Bl 15.6 第 沙 格 定 理 :相似 
三 角形 的 情况 . 


它们 想象 为 一 个 截面 为 三 角形 的 金字 塔 的 两 
E. MA, 这 六 条 边 成 对 平行 , 边 а 平行 于 边 UM 
a", b flc BIS; Б Er. 所 以 ， 这 些 线 
对 的 交点 将 退回 到 无 穷 远 ， 它 们 在 那里 位 于 一 
条 直线 一 一 无 穷 远 线 之 上 1! 无 论 我 们 费 多 大 气 
力 ,试图 找到 一 种 箱 沙 格 定 理 失 效 的 情况 ,我 们 
都 会 劳 而 无 功 ; 无 穷 远 线 和 点 保证 了 这 一 定理 


Ф 这 称 为 平行 而 影 .与 以 前 我 们 见 到 的 中 心 射影 相反 ， 
审 心 射影 中 的 射影 中 心 是 -~ 个 普通 (有 上报 ) 点 ， 
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在 所 有 情况 下 都 有 效 . 

那么 ,如果 我 们 实现 笛 沙 格 定理 的 对 偶 化 ， 
将 会 发 生 提 么 呢 ? 根 据 对 偶 原理 ,这 将 给 我 们 另 
一 个 有 效 的 定理 : 


如 果 两 个 三 角形 ABC 和 А'В'С' 
的 放置 ,使 点 age Б'е сс' HA, Яр 2 
直线 A4', BB' 和 CC' 共 点 . 


然而 这 个 新 定理 只 是 原 定 理 精确 的 逆 命 题 . 这 
就 是 说 ,仅仅 通过 互 换 币 沙 格 定理 中 “点 "和 和 “ 直 
线 " 二 词 的 位 置 , 我 们 便 得 到 了 一 个 新 定理 , 其 
中 的 前 提 和 结论 是 原 定理 的 结论 和 前 提 . 在 一 
般 几 何 学 中 , 极 少 出 现 这 种 仅仅 换 一 下 词 , 便 可 
相互 得 到 一 个 定理 及 其 逆 命 题 并 得 到 证 明 的 情 
况 ,但 在 这 里 确实 能 做 到 , 

笛 消 格 定 理 的 另外 一 个 方面 值得 一 提 ， 
如 果 我 们 再 看 一 看 图 15.4， 我 们 看 到 它 涉及 
到 十 个 点 (点 0, A, B, С, A', В', С',Р, 
Q 和 号 ， 其 中 后 三 个 分 别人 代表 aa, bb' m 
ce ') 和 十 条 线 {1 ,a,b,c,a',b',c',p,g 和 r, 
其 中 后 三 个 分 别 代 表 АА’, BB'fü СС'), FH 
以 点 和 直线 的 数目 相等 . 从 对 偶 原 理 的 角度 
讲 ， 这 当然 并 不 令 人 意外 . 但 是 令 人 感到 吃 
停 的 是 所 有 十 个 点 和 所 有 十 条 直线 正好 彼此 
等 价 : 每 个 点 都 能 起 到 其 他 每 个 点 的 作用 ， 
直线 情况 也 类 似 . 例如 ， 我 们 可 以 把 R Ж 
是 射影 的 出 发 点 ， 这 样 一 来 , 三 角形 ОЛА ' 被 
投射 到 PBB' E, MA 0(= рд). С(= ab) 和 
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С'(= аЬ) 都 位 于 一 条 直线 (直线 r) E. H 
AE Bb ИАЕА, H) 
三 个 点 位 于 每 条 直线 上 ， 所 以 总 共有 120 种 
不 同 的 方法 排列 这 些 点 和 直线 ， 而 且 对 所 有 
的 排列 方式 来 说 ， 原 命题 及 其 道 命题 都 将 生 
mri 

射影 几何 党 有 很 多 关于 点 和 直线 的 优美 定 
理 , 而 且 在 很 多 老式 几何 教材 中 ,我 们 可 以 找到 
一 些 被 垂 线 整齐 分 开 的 书页 ， 在 这 些 书 页 中 一 
个 命题 及 其 对 偶 隔 着 该 直线 并 排出 现 . 但 是 射 
影 几 何 学 不 仅 仪 使 数学 增添 了 几 分 优雅 ， 它 还 
把 点 从 自 欧 几 里 得 以 来 在 几何 学 中 一 家 占据 的 
崇高 地 位 中 分 离 了 出 来 . 欧 凡 里 得 在 他 于 公元 
前 3 世纪 在 亚历山大 里 亚 写 成 的 伟大 著作 《所 
何 原本 》 中 ,把 当时 所 知 的 几何 知识 的 整体 汇编 
成 十 三 卷 . 这 部 不 朽 著 作 不 仅 和 包括 了 我 们 在 学 
校 里 学 的 几何 中 前 绝 大 部 分 内 容 ， 而 且 还 包括 
立体 几何 和 数论 中 的 课题 ， 它 构成 了 其 后 两 千 
年 间 几 何 学 的 坚实 基础 了.《 几 何 原本 》 的 第 一 
名 话 就 是 给 点 下 定义 :“ 点 是 没有 部 分 的 事物 .” 


D 作为 一 个 附带 的 优点 ， 箔 让 格 定理 为 一 个 古老 的 滩 
语 提供 了 许 底 ， 如 何 把 十 樟树 裁 成 十 行 ， 每 行 三 棵 树 . 我 们 
可 能 想到 , 为 了 做 到 这 一 点 ,必须 知道 走 到 非常 远 的 一 些 事 
情 一 一 在 无 穷 远 处 ! 

@ Howard Eves 在 他 的 《数学 史 导 论 》 一 书 中 这 样 评价 


《几何 原本 》:“ 除 了 至 经 之 外 ， 没 有 任何 著作 曾 被 这 样 广 污 地 


使 用 、 编辑 或 研究 过 , 而 且 很 可 能 没有 任何 著作 像 它 这 样 对 
科学 思想 产生 如 此 大 的 影响 . ”我 们 在 下 -- 章 还 要 谈论 这 部 
ЖЕ. 
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然后 ,在 把 线 定 义 为 “没有 宽度 的 长 度 之 后 ,给 
出 了 直线 的 定义 :“ 直 线 是 同 其 中 各 点 看 齐 的 
线 . ”所 以 , 直线 的 定义 已 经 依赖 于 点 的 定义 . 
直线 是 由 点 组 成 的 这 个 观念 ， 深 深 地 扎根 于 我 
们 的 几何 学 直觉 ， 以 致 于 好 像 没 有 任何 人 曾经 
对 此 提出 过 疑问 , 射影 几何 学 通过 对 偶 原 理 消 
除了 这 一 观念 : 它 把 点 和 线 放 在 了 相等 的 基础 
之 上 ， 所 以 点 和 线 都 可 被 认为 是 几何 学 的 其 余 
部 分 赖 以 建立 的 基本 砌 块 *. 因此 , 通过 断绝 了 
与 传统 的 关系 ， 射 影 几 何 把 它 自己 从 希腊 古典 
主义 者 的 权威 中 解放 出 来 ， 从 而 为 大 量 新 发 现 
打开 了 大 门 ;这 些 新 发 现 极 大 地 丰富 了 数学 ,并 
且 对 其 以 后 的 进程 产生 了 很 大 的 影响 . 但 是 ， 
如 果 我 们 不 从 刚 一 开始 就 引信 无 穷 远 点 和 线 的 
话 , 所 有 这 些 可 能 都 不 会 发 生 , 因 为 正 是 这 两 个 
(177 成 分 ,使 射影 斤 何 学 实现 了 其 统一 目标 . 


15.7 对 一 条 曲线 的 对 

а b BEE: (a) 作为 该 曲线 上 
的 点 集 ; (b) 作为 与 该 曲线 
相 切 的 直线 的 集合 . 


中 这 种 对 侦 解 又 的 一 个 例子 如 图 15.7 所 示 ; 其 中 曲线 
被 看 成 是 位 于 其 上 的 点 集 (a) 或 者 是 与 之 相 切 的 直线 的 集合 
(b). 
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图 
个 点 称 为 辐射 点 ,是 一 个 没 影 点 
9 


15.8 WEM: АР X's р Ез Un — mere D S BAR E ЗР Т ВО. 这 


УТА (1980 IF 12 月 ) Кеп Hodonsky 1804. 
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19. 5 3X — HR b р, 

它们 自己 能 够 在 每 个 角度 相交 . 

但 我 们 的 爱 确实 是 平行 的 ， 

尽管 无 限 , 却 永 不 相交 . 

一 一 安德鲁 ， 马 费 尔 (1621 -1678) 
id & CE eS) 


如 果 说 射影 几何 学 通过 它 的 对 侦 原 理 ， 从 
美学 方面 极 大 地 丰富 了 数学 的 话 ， 那 么 非 攀 几 
何 学 的 创立 对 我 们 整个 科学 和 哲学 思想 产生 了 
前 所 未 有 的 智力 冲击 . 它 标 志 着 自 欧 凡 里 得 时 
代 以 来 对 我 们 的 基本 数学 前 提 正 确 性 的 首次 认 
真 的 怀疑 ; 它 动摇 了 数学 有 能 力 给 我 们 指出 一 
条 通 向 最 终 和 绝对 真理 的 道路 这 一 信念! 而 且 
它 导 致 了 对 我 们 理解 我 们 赖 以 生活 的 物质 世界 
的 能 力 的 全 面 重 新 审查 , 这 种 重新 审查 的 后 果 
远 远 超出 数学 的 范围 ; 它 最 终 产 生 了 相对 论 ,并 
且 促 进 了 我 们 现代 宇宙 观 的 形成 . 引发 这 场 智 
力 革命 的 火花 还 是 无 穷 大 ; 更 准确 地 说 是 这 样 
一 个 问题 :非常 远 处 的 平行 线 发 生 了 什么 情况 ? 

欧 几 里 得 几何 学 的 整个 体系 建立 在 十 个 公设 
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B1162.1 平行 公设 : 欧 几 里 
得 的 表述 . 
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或 公理 的 基础 之 上 ， 欧 几 里 得 认为 这 些 公设 或 公 
理 是 自明 的 ,它们 是 那样 的 清楚 和 毫 无 疑问 ,以致 
FERRERO, 这些 公设 中 的 第 五 个 是 : [li 


“ 当 二 直线 同一 直线 相交 时 ， 如 果 在 
菜 同 一 合 的 两 内 角 之 和 小 于 二 直角 ， 则 
二 直线 无 限 延 长 ,必定 在 这 一 便 相交 “ 


这 个 称 为 平行 公设 (或 篇 单 地 称 为 第 五 公 
设 ) 的 公理 , 正 是 我 们 将 要 探讨 的 问题 的 核心 . 
实质 上 ， 它 为 同一 平面 上 的 两 条 直线 相交 规定 
了 条 件 ， 并 且 售 蓄 地 规定 了 两 条 直线 平行 的 条 
件 ( 图 16.1). 


+ 


如 上 所 述 ， 这 个 公理 的 原 有 表述 与 我 们 在 
学 校 学 到 的 更 熟悉 的 表述 有 着 相当 大 的 差别 : 


假设 有 一 条 直线 了 和 一 个 不 在 1 


D 在 4 几何 原本 》 中 ,这 十 个 公 役 被 分 成 两 组 ;前 五 个 
研究 几何 概念 ， 且 被 称 为 “公设 "; 而 其 余 的 五 个 是 算术 证 
题 ,而 有 被 称 为 “共有 观念 现在 还 不 完全 清楚 为 什么 欧 几 
里 得 这 样 区 分 它们 ; 但 是 无 论 如 何 ， 我 们 将 护照 现代 的 做 
法 ,把 所 有 十 个 命题 都 看 成 是 公设 或 公理 . 


EE P. 那么 在 PP 和 | 的 平面 上 有 
且 只 有 一 条 直线 贡 过 户 且 与 |/ 平行 


这 种 表述 (Ed 16,2) 贞 | 于 苏格兰 数学 家 约翰 ， 兰 
ЖЕРД. (1748 - 1819), 、 他 证 明 这 种 表述 等 价 于 
以 儿 里 得 的 表述 . 但 是 ， 尽 管 这 两 种 表述 等 价 
( 则 人 短 一 个 郁 虹 以 从 另 一 个 推导 出来 )， 然 而 在 


Р 


m — 


1119] ' — 


它们 吸引 我 们 的 直觉 方面 仍然 有 细微 的 差别 : 欧 
几 里 得 的 表述 没有 提 到 平行 性 的 概念 EH 
EME ГРК АНЛАУ, ООЗЕ ВУКАО 
表述 明确 谈 到 了 平行 线 ， 即 在 同一 平面 上 的 不 
相交 的 直线 . 

在 欧 几 里 得 时 代 之 后 两 干 年 的 历程 中 ， 平 
行 公设 是 现 出 某 种 神话 特征 . 一 代 又 一 代 的 数 
学 家 与 其 展开 过 斗争 ， 试 图 把 它 变 换 成 各 种 等 
价 形式 ， 并 有 希望 可 能 从 更 基本 的 原理 出 发 对 
Hitt HESS. 正如 我 们 将 要 看 到 的 那样 ， 所 有 
жия ТҮ. 但 是 为 什么 这 个 公理 要 同 
共 他 九 个 公理 分 离开 来 呢 ? 为 什么 它 引 起 了 这 
么 多 的 注意 为 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 必须 
电 详 尽 地 看 一 看 几何 党 和 数学 的 逻辑 结构 

经 典 几 何 学 的 整个 结构 ， 以 到 它 关于 我 们 


(qi fad CRY ui ATER" Begin. 因为 室 间 中 
ША З ТАТА ТЕКТИ АРТТА 
YR Z fi АВ KRE. Н FO ЕНЕ. 


fü 16.2 
qm ih 


Tiri: ЕЙ 
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周围 各 种 图 形 的 各 种 定理 ， 都 建立 在 欧 几 里 得 
《几何 原本 放 开 头 所 说 的 十 个 公理 基础 之 上 上, 这 
些 会 理 这 渐 被 认为 是 所 有 数学 的 牢固 基础 一 一 
-个 由 其 正确 性 无 可 辩驳 的 绝对 真理 组 成 的 系 
St. 而 且 ， 如 果 必 须 寻 找 证 明 其 正确 性 的 证 据 
的 话 ， 我 们 生活 在 其 中 的 物质 世界 就 可 以 充分 
提供 这 种 证 据 . 例如 ,经 验 告诉 我 们 :我们 能 用 
一 条 而 且 只 有 一 条 直线 连接 两 个 点 【例如 拉 紧 
893A) ,这 是 欧 几 里 得 第 一 公理 的 实质 . — AA EE 
线 能 够 向 两 个 方向 元 限 延 长 (第 二 公理 ) 或 者 所 
有 的 直角 都 彼此 相等 {第 四 公理 ), 这 一 点 也 好 
像 很 明显 . 我 们 必须 牢记 ， 希 腊 几 何 学 不 是 在 
学 者 们 头脑 中 的 某 个 地 方 创造 出 来 的 一 门 抽象 
科学 ,相反 , 它 从 我 们 周围 的 物质 世界 直接 推导 
其 概念 . 所以， 一 个 点 被 认为 是 由 铅笔 在 纸 上 
画 的 一 个 圆 点 的 一 种 理想 化 的 变 体 ， 一 条 直线 
是 无 穷 延长 的 虚构 的 直 尽 ， 而 直角 则 是 铅 重 线 
号 地 面 问 的 夹 角 . 因而 , 希腊 人 及 其 直到 18 t 
纪 的 追随 者 把 欧 几 里 得 公理 的 正确 性 看 成 昨 理 
所 当然 的 ,这 一 点 并 不 令 人 吃惊 . 

然而 ， 这 里 也 有 一 个 轻微 的 缺陷 . TEE 
么 说 ，-- 些 数学 家 党 得 平行 公设 不 像 其 余 的 九 
个 公理 那样 不 证 自明 . 其 理由 在 于 平行 线 的 定 
X: 即使 无 限 延 长 也 不 会 相交 的 线 . 但 是 我 们 
怎么 能 够 确信 非常 远 (无 穷 远 ) 的 地 方 将 会 发 生 
或 不 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 由 我 们 日 常 经 验 支 持 
的 直觉 ,的 确 告 诉 我 们 情况 应 该 如 此 . 然而 , 数 


学 的 哲学 本 身 要 求 对 真实 性 不 是 显而易见 的 在 12 


何 断 言 提供 证 明 . 这 就 意味 着 这 种 断言 中 的 每 


一 个 都 必须 形 助 纯粹 的 逻辑 推论 { 即 借助 没有 
任何 “物质 "条 件 的 论证 ) ,从 以 前 已 被 证 明 过 的 


地 方 开始 ， 否 则 数学 证 明 就 会 变 成 一 种 无 限 的 
倒退 . 换 名 话说， 我 们 必须 确定 什么 可 被 认为 
是 理所当然 的 以 及 什么 下 可 被 认为 是 理所当然 
的 . 前 一 种 形式 的 上 衣 基 公理 或 公证 : 后 一 种 
是 定理 或 命题 . 自从 公元 前 6 世纪 希腊 数学 开 
始 演化 成 公理 科学 以 来 ， 这 一 准则 --- 直 得 到 严 
格 而 教条 的 遵守 :我 们 同意 一 套 自明 的 假定 ,并 
且 异 助 ~- 连 串 的 逻辑 论证 推导 整个 结构 . 正 是 
这 一 准则 给 数学 以 演绎 学 科 的 特点 . 

当然 ,理论 的 力量 不 是 以 其 假定 而 是 以 其 
结论 为 根据 的 . -- 个 在 开端 假设 太 多 的 理论 ,不 
大 可 能 会 在 科学 家 中 赢得 广泛 的 重视 , 所 以 说 ， 
数学 家 有 责任 把 基 个 理论 中 的 公理 数目 减 至 最 
小 程度 , 从 而 消除 所 有 的 多 余 公理 ,只 剩 下 那些 
绝对 必要 的 . 多 余 公 理 是 那些 可 以 从 其 他 公理 
中 推导 出 的 ,并 因此 被 认为 是 定理 的 公理 . 另 一 
方面 ， 一 个 真正 的 公理 在 逻辑 方面 不 依赖 于 其 
他 所 有 公理 ; 它 始 无 法 证 明 , 也 无 法 否定 . 

到 17 世纪 末期 ,有 几 位 数学 家 开始 怀疑 平 
行 公设 实际 上 是 多 余 的 . 并 不 是 有 谁 怀疑 这 个 
公设 的 正确 性 ， 而 是 他 们 感觉 到 它 可 能 从 其 他 
九 个 公理 中 推导 出 来 . 如 果 这 被 证 明 是 真 的 ， 
那么 公理 的 数目 将 会 减 少 ， 而 且 几 何 学 的 逻辑 
结构 和 美学 魅力 会 得 到 极 大 提高 ,在 以 后 的 丹 
个 世纪 中 ， 入 们 在 平行 公设 的 很 多 等 价 说 法 中 
进行 了 多 次 努力 ， 以 证 明 平行 公设 . 但 所 有 这 
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些 努力 都 将 失败 ， 

这 些 尝 武 中 有 一 个 尤其 值得 一 担 . 意大利 
的 耶稣 会 教士 吉 罗 拉 莫 . 萨 开 里 (1667 - 1733) 
决定 使 用 所 谓 的 “间接 ”证 明 方 法 攻克 这 一 难 
Аң. 为 了 证 明 一 个 给 定 的 命题 , 我 们 暂且 假定 该 
命题 是 错误 的 , 因而 它 的 否定 是 正确 的 . 然后 我 
们 接著 证 明 这 个 假定 将 产生 一 个 也 盾 ; 因此 其 否 
定 是 错误 的 , 而 原 命题 必然 是 正确 的 . 必须 指出 
的 是 , 数学 家 一 般 来 讲 不 会 喜欢 这 种 证 明 . 只 要 
有 可 能 , 他 们 更 喜欢 直接 证 明 , 也 就 是 从 正面 建 
立 命 题 正确 性 的 一 种 证 明 , 然而 , 在 有 些 情况 下 
得 到 直接 证 明 非 常 难 ,也 正 是 在 这 种 情况 下 我 们 
必须 像 萨 开 里 那样 求助 于 间接 方法 . 

平行 公设 的 普 菜 费 尔 表述 囊 明 ， 通 过 一 条 
给 定 直 线 之 外 的 一 个 点 有 且 只 有 一 条 直线 与 该 
直线 平行 . 因此 ， 这 个 语句 的 否定 必然 意味 着 
两 种 可 能 中 的 一 种 : 或 者 是 通过 一 个 给 定 直 线 
之 外 的 一 点 不 存在 与 该 直线 平行 的 直线 ,或 者 
是 有 不 只 一 条 这 种 平行 线 . 萨 开 里 推测 ， 如 果 
他 能 够 证 明 任何 一 种 可 能 将 会 产生 与 其 他 九 个 
公理 的 六 盾 ， 那 么 两 种 可 能 中 必然 有 一 种 是 假 
的 ， 而 且 平 行 公设 的 真实 性 将 藉 此 得 以 证 明 . 
必须 再 次 强调 :我们 不 关心 平行 公设 在 物质 志 
界 是 真 还 是 假 这 一 问题 ; 我 们 只 关心 它 与 其 他 
妃 个 欧 玫 里 得 公理 的 逻辑 一 致 性 . 所 以 说 我 们 
所 说 的 “真实 性 ”并 不 是 指 物理 的 真实 性 , 而 是 
人 逻辑 的 真实 性 . 

按照 这 种 推理 思路 ， 萨 开 里 能 够 证 明 第 一 
种 情况 {不 存在 给 定 直线 的 平行 线 ) 确实 产生 了 
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与 欧 儿 里 得 其 他 公理 的 矛盾 ， 因 此 作为 一 个 可 
行 的 候选 方案 它 已 被 消除 . 然而 , 第 二 种 候选 
方案 设 有 产生 任何 矛盾 ， 相 反 的 是 它 却 产 生 了 
一 系列 奇怪 的 结果 一 一 对 我 们 的 常识 来 说 很 奇 
TE. 例如 、 三 角形 内 角 之 和 变 得 小 于 180°, 而 且 
这 个 和 还 与 三 角形 的 大 小 有 关 ， {在 普通 几何 学 
中 , 这 个 和 当然 等 于 180°, 而 且 与 三 角形 的 大 小 
X. ) 这 些 育 怪 的 结果 足以 使 萨 开 里 相信 , 他 
确实 发 现 了 能 够 用 来 证 明 第 五 公设 的 矛盾 ， 而 
HILF 1733 年 在 他 的 《 欧 几 里 得 无 懈 可 击 》 一 书 
中 发 表 了 他 的 研究 结果 . 后 来 的 历史 进展 表明 ， 
fi BASE AE. 他 的 方法 是 对 的 , 而 他 的 结论 是 错 
误 的 .如果 和 他 不 郑 么 急于 “证 实 ” 欧 几 里 得 的 
"YER" ,那么 创立 非 欧 几何 学 的 人 将 是 他 . 不 幸 
的 是 萨 开 里 生活 的 时 代 还 不 具备 产生 重大 发 现 
的 条 件 ; 一 百年 之 后 ,这 种 重大 发 现 动摇 了 数学 
的 基础 . 他 的 工作 很 快 就 被 人 们 遗忘 了 . 
第 一 个 具备 从 这 些 发 展 中 得 出 正确 结论 所 
需要 的 心智 能 力 的 人 ， 是 卡尔 ， 弗 里 德里 希 + 
1122} 高 斯 (1777 - 1855). 被 公认 为 “数学 王子 ”的 高 
斯 ， 在 很 小 的 时 候 就 表现 出 停 人 的 数学 才能 . 
他 在 会 读 或 写 之 前 就 掌握 了 计算 技巧 ， 而 且 传 
说 他 三 岁 的 时 候 就 在 他 父亲 的 短 记 中 发 现 了 一 
处 错误 . 还 有 一 个 著名 的 故事 ， 是 关于 年 仅 十 
岁 的 高 斯 的 ， 当 老师 让 他 算出 从 1 到 100 的 整 
数 的 和 时 ， 他 几乎 马上 给 出 了 正确 管 案 5050. 
ШЇ} ЖОЛ ЕЕ, кї ИТЛЕ ЖЕТ ЛЬ ES AER, Е 
把 和 写成 1292434 994 100， 然 后 再 写成 
100+ 99+: - 3-2 1, 之 后 把 这 两 行 加 起 来 ， 
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每 一 对 数 加 起 来 等 于 101. 因为 有 100 个 这 样 
的 对 子 ， 所 以 两 行 之 和 为 100x 101 或 10 100, 
而 每 一 行 的 和 是 它 的 一 半 , 即 5050. 

但 是 ， 高 斯 事业 的 真正 转折 点 发 生 在 他 
18 岁 的 时 候 ; 他 在 那 一 年 证 明 ,使 用 直 尺 和 圆规 
ERRA 17 条 边 的 正 多 边 形 . SETA 
来 ， 以 这 种 方式 可 以 画 出 的 正 多 边 形 仪 有 等 边 
三 角形 .正方 形 ,五 边 形 和 下 十 五 边 形 , 以 及 通 
过 把 这 些 边 的 数目 增加 一 倍 而 推导 出 来 的 多 边 
JÉ. 在 这 些 图 形 中 ， 只 有 三 角形 和 五 边 形 的 边 
的 数目 是 素数 . 高 斯 证 明 边 数 为 素数 的 正 多 边 
形 能 够 使 用 直 尺 和 圆规 画 出 一 只 蓝 这 个 素数 
的 形式 为 w= 27 + 1, rh a 为 非 负 整 数 . 对 于 
п= 0, 1,2,3 ЯП 4, 我 们 分 别 得 到 = 3.4, 17, 
257 和 65 537 (8D 33). 这 就 是 说 , 高 斯 在 
古代 大 已 知 的 那些 可 画 出 的 多 边 形 中 ， 又 增加 
于 三 个 吉 代 人 人 未知 的 多边 形 , 即 有 17，257 和 


qi 法 因 伟 大 的 数学 家 皮 挨 尔 Eo PR 11601- 1665) 
Н T a 的 每 一 个 非 旬 整数 值 .公式 w S27 4 都 产生 素 
数 . 正如 我 们 财 才 看 到 的 那样 , 尘 于 n=0,1,2,3 和 4 来 说 ,这 
EAN. 但 是 在 0773247E. dE fA AR ERN пе s MEL f 
们 得 到 合 数 3 294 967 297 = 641 x 6 700 417, Mori 88 Y 399 1 58 
想 . AO mE IE ЕНЕ BN CEN LE rfi 
会 出 现 这 种 情况 ， 存 在 -- 些 可 优 用 直 尺 和 圆规 作出 的 正 多 过 
JE. fige FUEL. 但 是 ,如 果真 有 这 种 多边 形 , 它 们 的 过 
数 一 定 非常 大 {例如 合 数 2 + 1 等 下 18 446 744 073 700 551 
617) .所 以 强 想 实际 廿 出 这 种 多 边 形 基 根 本 术 癌 能 的 ， 

ЕЛҮ, ЕҢ, HRA (1814 1848) 在 1827 РЕНН. 3 
ERE GC ТЖ ОЕП ЕЛЕН Ж. 所 以 说 高 斯 发 现 的 条 
件 既 必要 又 充分 . 
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65 537 条 边 的 正 多 边 形 . 高 斯 对 他 的 成 就 印象 
1123) 如 此 深刻 ,以 致 于 他 要 求 在 他 的 莫 碑 上 上 获 刻 一 个 
IE d- EXE, 这 仿效 的 是 雅克 … 们 努 利 的 对 数 螺 
ERU 然而 更 重要 的 是 这 样 一 个 事实 ， 这 项 成 
就 使 高 斯 选 定 数学 为 职业 ; 直到 此 前 他 还 曾 认 
иЕе. 他 后 来 对 数学 做 出 
的 南 献 韭 常态 太 ,涉及 到 从 数论 种 代数 到 天 体 
ЕМУ РСЕ { 参 变 量 形式 为 x+ iy AJA 
Te, 其 中 x my 是 实数 , C- -1) 的 每 一 个 领 
域 . 他 首次 完整 而 正确 地 证 明了 代数 基本 定 
ИР; 该 定理 表明 : 每 一 个 具有 复 系数 的 多 项 式 
都 有 至 少 -- 个 复 根 . 而 且 ， 他 在 物理 学 方面 做 
了 大 其 的 研究 工作 ; 他 在 电磁 学 方面 成 绩 尤 其 
显著 , 磁场 的 基本 单位 就 是 以 他 的 名 字 命 名 的 . 

15 岁 那 年 , 高 斯 的 注意 力 首 次 转 疝 了 平行 
公设 . 与 他 之 前 的 所 有 其 他 人 一 样 ， 他 刚 开 始 
时 试图 从 其 他 的 欧 几 里 得 公理 证 明 这 个 公设 ， 
但 是 他 与 他 的 前 辈 一 样 失败 了 . 然后 他 开始 怀 
疑 平行 公设 可 能 独立 于 其 他 公理 ,， 所 以 无 法 根 
据 它们 进行 证 明 . 但 是 如 果真 的 如 此 ， 那 么 人 
们 就 能 够 使 用 一 个 巴 盾 的 公设 代替 平行 公设 ， 
而 不 像 以 前 曾经 做 的 那样 使 用 等 价 公 设 ,但 却 
仍然 能 够 得 到 逻辑 上 一 致 的 几何 学 , 换 句 话 
Ub. 高 斯 认识 到 人 们 选择 作为 数学 结构 根基 的 
这 组 公理 ， 在 某 种 意义 上 是 任意 的 ， 如 果 改 变 


(D ОМНИ ЖЭ. 但 是 在 位 于 高 斯 的 宁 
多 一 一 德 国 不 伦 瑞 克 的 商 斯 纪念 碑 的 底座 上 ， 刻 有 一个 正 十 七 
ME. 
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这 些 公理 中 的 一 个 或 多 个 ， 那 么 将 出 现 一 个 不 
同 的 结构. 新 结构 是 否 与 “真实 的 "物质 世界 相 
符 是 无 关 紧 要 的 ， 重 要 的 只 是 逻 界 的 一 致 性 . 
正 是 因为 不 能 区 分 这 两 个 问题 ， 所 以 阻碍 了 以 
前 所 有 证 明 第 五 公设 的 尝试 . 

现在 任何 一 个 获得 影响 如 此 深远 的 结论 的 
学 者 ， 都 会 马上 发 表 这 些 结论 并 且 把 这 一 发 现 
归功 于 自己 . 高 斯 没有 这 样 做 ! 他 有 -个 不 导 
常 的 性 格 ,就 是 不 发 表 他 的 任何 成 果 ,除非 他 训 
无 疑问 地 确信 其 正确 性 . 在 这 种 情况 下 ， 虽然 
他 正确 地 解释 了 证 明 第 五 公设 的 失败 原因 ， 但 
他 从 未 发 表 他 的 结论 他 害怕 别人 不 接受 这 些 
结论 ， 而 且 担 心 这些 缚 论 甚至 会 遵 到 他 的 同事 
的 嘲笑 . 这 样 就 出 现 了 当时 两 个 还 不 太 知 名 的 
数学 家 ， 把 这 种 现在 称 为 非 欧 几何 学 的 发 现 单 
独 归 功 于 自己 的 事情 . 他 们 是 俄国 人 尼 古 拉 ， 
PARR + 罗 巴 切 夫 斯 基 (1793 - 1856) ЖИ 
牙 利 人 亚 诺 什 + SBHB(1802- 1860). 

高 斯 、 软 巴 切 夫 斯 基 种 鲍 耶 的 新 志和 何 学 以 
这 样 一 种 假定 为 基础 经 过 不 在 直线 | 上 的 一 
点 P, 至 少 有 两 条 直线 贡 和 {在 PP 和! 的 平 
Bi E 5 Р 相交 (图 16.3). 换 铝 话说 ,经 过 不 
在 -- 条 给 定 直线 上 的 一 个 点 。 有 至 少 两 条 直线 
与 给 定 直线 平行 . 大 们 可 以 很 容易 地 证 明 : 这 
一 假定 意味 着 ， 经 过 已 有 无 数 条 ! 的 平行 线 ， 


m ^ 
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也 就 是 图 16.3 中 在 m 和 之 间 能 够 画 出 的 所 
有 直线 . 这 就 是 三 位 数学 家 决定 用 来 代替 欧 几 果 
得 平行 公设 的 公理 ;其 他 九条 公理 保持 不 变 . 他 
们 的 几何 学 称 为 双 曲 几何 学 ， 和 包括 能 够 从 这 个 
新 的 平行 公设 及 其 他 九条 欧 几 里 得 公理 中 推导 
出 来 的 、 有 关 二 维和 三 维 对 象 的 所 有 定理 . 这 
些 定 理 中 有 很 多 与 欧 几 里 得 几何 学 中 的 相应 定 
理 是 一 样 的 一 一 这 是 指 所 有 那些 其 证 明 均 不 依 
其 平行 公设 的 定理 . 但 是 其 他 定理 与 同 它们 相 
应 的 欧 儿 里 得 定理 有 着 明显 的 差别 . 例如 ， (Е 
何 三 角形 的 内 角 和 总 是 小 于 180*， 而 普通 几何 
学 中 这 个 和 等 于 180. 更 令 人 难以 置信 的 是 ， 
三 角形 的 内 角 和 与 三 角形 的 大 小 有 关 ; 三 角形 
МУРЕ, KARARI. 难怪 萨 开 里 拒绝 这 
种 奇怪 的 结果 ,它们 的 奇异 性 本 身 就 使 他 确信 ， 
它们 一 定 是 错误 的 . 
我 们 前 面 讲 过 ， 萨 开 里 曾 仔细 研究 过 欧 几 
里 得 平行 公设 的 两 种 可 能 的 候选 方案 一 一 经 过 
一 点 没有 给 定 直 线 的 平行 线 ， 以 及 有 不 止 一 条 
这 种 平行 线 一 一 并 且 发 现 前 者 与 其 余 的 九条 公 
理 不 一 致 . 但 是 在 这 些 公理 之 中 ， 除 第 五 条 之 
5b. 还 有 另外 一 条 间接 地 涉及 到 无 穷 大 . 这 就 
是 第 一 会 理 ， 即 一 条 直线 可 以 向 两 个 方向 无 限 
延长 ( 承 来 的 表述 是 “在 一 条 直线 上 连续 生成 有 
限 的 直线 "}, 一 且 用 一 种 可 能 的 公理 取代 第 五 
公设 的 可 能 性 被 接受 以 后 ,第 二 公理 也 很 快 接 
受 了 批判 性 的 审查 . 德国 数学 家 贝 恩 哈 特 . - 
(4251 42 (1826- 1866) 着 先 用 -条 公理 CDD PTZ 1 x, 
To) {О C06 САН. “无 限 性 " 与 “无 办 性 ” 
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之 问 的 区 别 很 关键 ;例如 球 的 表面 有 限 ,然而 却 
是 无 界 的 . 歼 曼 的 论证 与 他 之 前 高 斯 的 论证 一 
样 ， 其 关键 在 于 指出 我 们 的 感官 能 力 无 法 超越 
AER :我 们 完全 不 知道 在 无 穷 远 处 发 生 了 什么 . 

由 于 黎 曼 使 用 直线 的 无 界 性 代替 了 其 无 限 
性 ,所 以 他 能 够 借助 萨 开 里 两 种 候选 方案 中 的 
第 一 个 ( 即 萨 开 里 发 现 与 欧 儿 里 得 其 他 公理 不 
一 致 的 那 一 个 ) 取代 平行 公设 . 在 黎 曼 几何 学 
中 ,经 过 给 定 直线 之 外 的 一 个 点 ,不 让 在 该 直线 
的 平行 线 上 

以 歼 虞 的 两 个 假定 和 欧 几 里 得 其 他 公理 为 
AE RS JL fup BR d BL JUST AR. 正如 双 曲 几何 
学 一 样 ， 椭 加 几何 学 的 一 些 定理 也 与 欧 几 里 得 
几何 学 的 相应 定理 一 样 ， 然 而 其 他 的 定理 与 欧 
ЛНА ЛЕБ А. 例如 ， 三 角形 
的 内 和 角 和 总 是 大 于 180?， 而 且 要 视 三 角形 的 大 
小 而 定 . 此 外 ， 任 何 两 个 相似 三 角形 也 一 定 全 
等 ; 也 就 是 说 , 如 果 它 们 形状 相同 , 那么 它们 的 
大 小 也 相同 . 

当然 ， 我 们 全 蕊 习惯 于 欧 几 里 得 几何 学 规 
Ry Bg" me IR" .非常 难以 接受 这 些 定理 的 正确 性 . 
实际 上 ， 对 新 几何 学 的 最 初 反 应 就 是 怀疑 . 数 
学 家 愿意 承认 它们 的 逻辑 一 致 性 、 但 是 继续 认 
为 它们 仅仅 是 古怪 的 事物 ， 而 与 真实 世界 没有 
任何 关系 . 为 了 加 速 对 它们 的 认可 ， 人 们 发 明了 
几 个 模型 . 其 中 的 一 个 模型 是 由 菲 力 克 斯 . 克 莱 


出 从 这 一 点 可 清楚 地 看 出 陕 开 里 在 为 陂 此 里 得 鲜 护 
时 , 他 已 经 暗中 假定 了 直线 的 无 限 范 围 , 尽管 他 可 能 没有 意识 
到 这 一 点 . 


її (1849 — 1925) 发 明 的 ,如 图 16.4 Proc. 假设 整 
个 宇宙 被 限制 在 一 个 圆 的 内 部 .“ 点 ”和 " 线 ” 的 
概念 用 通常 方式 解释 ,但 是 我 们 只 考虑 圆 内 的 点 
和 线段 一 一 外 边 的 任何 东西 都 是 “不 存在 的 ”. 
那么 , 这 一 点 非常 清楚 ; 经 过 一 个 点 Р 有 无 限 多 
条 给 定 直 线 ?的 “平行 " 线 , 即 处 于 图 16.5 中 角 
Z MPN 之 外 的 所 有 线 ，{ 这 是 内 为 这 些 线 中 没 
府 一 条 在 圆 内 与 1 相交 . ) 所 以 , 在 克 芋 茵 模型 
中 , 双 曲 几何 学 的 平行 公设 实际 上 也 适用 ,而 其 
他 的 欧 几 里 得 会 理 保留 了 其 正确 性 . 欧 几 里 得 
第 二 公理 因为 强调 了 直线 的 无 限 范围 而 好 像 没 
有 被 遵守 , 这 一 点 倒是 真 的 ， 但 是 请 记 住 , 我 

112%) 们 把 整个 宇宙 都 限制 在 圆 的 内 部 , 所 以 说 无 限 地 
{在 欧 几 里 得 意义 上 ) 延长 一 条 直线 是 没有 意义 
的 . 然而 . 我 们 可 以 向 克 莱 茵 模型 中 引 人 距 离 的 
M, 并 且 规 定 当 我 们 通 近 边界 时 距离 变 得 无 穷 
远 . 不 用 说 , 这 种 “距离 ”与 我 们 在 日 常生 活 中 使 
用 的 一 般 的 欧 几 里 得 距离 大 不 一 样 , 但 是 它 能 
完全 具备 与 距离 概念 相关 的 所 有 性 质 个. 


公式 de = ROW QN) (PMZ PN) EIB Y ix BE 
B. Hp hg 表示 "对 数 " ,时 和 六 是 经 这 六 和 站 的 线段 的 端点 
{图 16.3). їй QM. QN. PM IL РМ ETRA RERE GA IIE. 
借 项 对 数 的 性 质 我 们 可 以 证 明 ， 随 着 РАШ MD РМ— 0), 
de, ERER КОҢ Ө ма, 也 会 出 现 相 同 的 情况 ,而且 
这 个 公式 遵循 距离 的 可 加 性 : 如 果 Р.О 和 RR 是 -- 茶 直线 上 的 
ЗА. HET. do + Фук = des. 这 是 从 对 数 函 数 化 舱 为 和 这 一 
事实 得 出 的 . 比率 СОМА QN) (PMZ PN) (实际 上 是 比率 的 比 
"Eté M. N.P 和 0 的 交 此 ,并 朋 在 射影 几何 学 中 起 若非 
TERRI. 


IH 16.4 


AERE JL fap ^F dir 


克 莱 菌 模型. 


16.5 让 莱茵 模型 ;经过 
P 有 无 穷 多 条 与 ММО" 


的 线 . 
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双 曲 几何 学 的 另 一 个 模型 是 由 亭 利 - БЕШ 
3€ (1854- 1912) 提出 的 . 这 个 模型 与 克 莱 菌 横 
型 相似 ， 只 是 使 用 以 直角 与 边界 圆 相交 的 圆 弧 
取代 了 直线 段 { 图 16.6). 我 们 可 以 再 次 用 这 种 
方式 定义 模型 中 的 距离 概念 ， 使 任何 内 点 到 边 
界 的 趾 离 成 为 无 穷 太 一 一 使 这 个 宇宙 中 的 居民 
永远 也 不 能 到 达 这 个 边界 . HEBES EL 
一 种 意 想 不 到 的 方式 变 得 很 有 名 : 荷兰 艺术 家 
CER CO 埃 会 尔 疹 受 这 种 不 寻常 的 性 质 激 
励 ,， 他 使 用 这 个 模型 作为 他 最 优美 的 作品 之 
一 一 一 人 圆 的 极限 下 ?插图 V ) 一 一 的 框架 . 

不 过 ， 尽 管 这 种 模型 可 能 有 助 于 解释 非 欧 
几何 学 的 逻辑 一 致 性 ， 不 过 它们 在 某 种 程度 二 
是 人 工 的 一 一 它们 与 我 们 居住 的 真实 物质 世界 
的 关系 不 大 . 然而 ， 有 一 个 我 们 大 家 很 熟悉 的 
非 欧 几 何 学 寞 型 ， 这 就 是 我 们 的 地 球 . 在 以 后 
的 篇 章 中 ,我们 将 假定 地 球 是 一 个 完美 的 球面 ， 
而 且 其 居民 是 ~- 些 只 能 沿 两 个 方向 (前 后 和 左 
fi) 移动 的 原始 生物 ， 对 这 些 生物 来 说 , 世界 是 
二 维 的 :只 有 长 和 宽 RAS. 

我 们 的 原始 生物 的 “直线 ”意味 着 什么 呢 ? 
当然 ， 在 我 们 通过 词语 所 横 述 事物 的 性 质 给 出 
其 意义 之 前 ,词语 本 身 没 有 更 多 的 意义 . 我 们 这 
些 三 维 生 物 说 一 条 直线 连接 两 个 点 时 ， 指 的 是 
什么 呢 ? 我 们 是 说 连接 两 点 的 路 线 可 能 有 最 短 
的 距离 . 我 们 可 以 通过 伸展 一 根 橡皮 筋 连接 两 
个 点 来 说 明 这 个 问题 ， 只 要 橡皮 筋 全 部 在 平面 
上 伸展 ,那么 它 将 成 为 一 条 直线 . IYF ШИНДЕП 
不 在 一 个 平面 上 ; 假设 我 们 被 约束 在 某 个 三 维 
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闻 体 的 曲面 上 (例如 球体 的 表面 ). 那么 ,在 该 表 
ИП F. ( 老 击 上 不 允许 有 上 地道 } 两 点 间 的 最 短路 线 
是 什么 呢 ? 答案 是 连接 这 其 点 的 大国 的 一 段 纤 
Q 16.7). 大 加 下 一 个 把 球体 分 割 成 症 个 相等 
Tan: HE ERIE h è. (AHE HA 
ФПИ (TUE) Bot. o 现在 让 我 们 把 这 些 大 
B8 Fr AERIS КИЧЕК. 实际 上 ,对 于 我 们 的 二 
维 牛 物 采 说 ,天 网 就 是 它们 世界 的 直线 1. 

现在 我 们 温 想 ,我 们 的 后 物 决定 动身 考察 它 
fi I HER. Ef 15 和 16 世纪 的 探险 家 那样 远 流 
EÉ. d fti pe DJ АНГА BH. 它们 将 很 自然 地 党 
兰 一 条 在 它们 看 来 是 直线 (实际 上 上 是 大 图 的 一 段 
WO 的 路 走 下 去, 因为 这 将 带领 它们 沿 最 短 的 路 
线 , 因而 也 花 最 少 的 时 间 到 达 晶 的 地 . 它们 的 航 
行 串 开始 时 使 它们 离 家 越 来 越 远 ,但是 它们 最 终 
将 会 发 现 它们 所 到 达 的 陆地 多 少 有 点 儿 眼 见 ; 
令 它 入 十 分 不 敢 相 信和 的 是 ， 它们 将 会 到 达 它 们 出 
发 的 港口 一 一 尽管 是 从 “错误 的 ”方向 . 它们 在 不 
知 不 觉 中 已 经 环 游 了 它们 自己 的 星球 一 一 尽管 它 
有 严格 邮 济 着 一 条 直线 路 程 行 未 1 

ІЧ, КАЛОН ДЛТ РИ ГЕЛЕ 
H: TEREWAI. 平行 公设 绯 续 有 效 吗 ?有 
a SEE -- f E EEESHES— d iB — e EE ЧЕ В) 
平行 线 吧 ?为 了 回答 这 个 问题 ,让 我 们 把 任何 大 
询 ( 例 如 赤道 ) ARE- RAR. PERPE 
线 只 意味 着 经 过 赤道 之 外 的 一 个 点 可 雇 画 出 -- 


п O ERROR. {ТЕЙДЕН I GD a SPA EE P S IH 
ИТЕ РЕЈ ЕЕ, = 


uu 


[| 16.7 ОРА ВА 
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条 从 不 与 赤道 相交 的 另外 一 个 大 图 . 但 是 ， 从 
球面 几何 学 我 们 知道 ,两 个 大 圆 总 能 相交 ;事实 
上 ， 它 们 在 球面 上 正好 相对 的 两 个 点 或 对 交点 10281 
(例如 南极 和 北极 ) 处 相交 (图 16.8). 所 以 ,我 
们 被 迫 得 出 结论 :在 球面 上 不 存在 平行 线 15 

这 就 清楚 地 表明 :在 球面 上 , 欧 几 里 得 第 二 
лев 两 个 对 请 点 (球面 ”公理 和 平行 公设 都 不 适用 . PLL, REAN 
ТАРАН Т) 在 性 。 的 条 件 确切 地 说 是 煞 坚 为 他 的 视图 几何 学 假定 
Тош. 的 那些 条 件 - 但 是 ， 在 我 们 宣布 球形 是 椭圆 几 
何 学 的 适当 模型 之 前 , 我 们 必须 再 向 一 个 观察 
欧 几 里 得 第 一 公理 说 ， 经 过 两 个 不 同 点 有 和 且 仅 
有 一 条 直线 . 但 是 正如 我 们 刚才 看 到 的 那样 
两 个 大 加 总 是 在 一 对 对 中 点 处 相交 . 所以， 经 
过 每 一 对 对 幅 点 有 不 止 一 条 * 直 线 "经 过 一 事 


(D RAPA FIR C" parallel) 15] CR E .是 
语言 中 词 不 达意 的 一 种 表现 . 纬 线 从 来 不 会 相交 、 这 是 真 的 ; 
但 是 , 除了 赤道 之 外 . 它们 中 设 有 .- 个 是 大 贺 , 所 以 不 能 被 认 
为 是 地 球 上 的 直线 ， 对 很 多 人 来 说 , 纬 线 不 是 两 点 之 间 的 最 短 
距离 这 一 事实 , 常 膏 会 引起 困惑 ， 带 无 疑问 , 这 是 因为 我 们 中 
的 大 多 数 人 都 习惯 十 把 世界 看 成 黑 卡 托 地 图 所 描绘 的 样子 . 
正如 我 们 以 前 讲 寺 的 那样 ， 这 幅 地 图 把 纬 线 看 成 是 与 蘑 道 平 
行 的 水 平 直线 , ИП ЖИ Л РИЙ. 这 样 -~ 来. 148, 
与 东京 这 两 个 纬度 基本 相同 (分别 为 34* 和 36°) 的 城市 同 的 大 
加 航线 急 出 卫 向 北林 曲 ， 而 且 在 其 最 北端 到 达 北纬 48*， 竟然 
错过 了 阿留 审 群 岛 . X, (pH deb KEMARA, 我 
有 过 一 次 难忘 的 经 历 ， 我 看 到 了 格陵兰 岛 的 最 南端 就 在 我 的 
和 脚 下., 它 的 峡 湾 和 冰山 在 八 月 的 阳光 照 杷 下 内 内 发 光 . 后 来 我 
在 地 球 纹 上 核对 了 我 们 的 航线 ， 令 我 吃惊 的 是 两 个 城市 之 间 
的 大 圆 向 北 扩展 了 很 远 . 实 队 上 我 们 的 飞行 如 让 我 们 的 747 
在 大 国航 线 以 六 更 远 的 地 方 发行 ， 显 然 是 为 了 利用 这 些 高 续 
度 上 的 有 利信 和 凤 . 
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实 上 有 无 穷 多 条 ， 正 如 子午 线 实 例 所 说 明 的 那 
样 . 对 于 所 有 的 其 他 点 来 说 ， 这 个 公理 仍然 是 
正确 的 ， 因 为 通过 对 旺 点 之 外 的 任何 一 对 点 有 
且 只 有 一 全 大 圆 的 一 段 弧 经 过 . 现在 这 对 数学 
家 来 说 是 一 个 完美 的 情况 . 为 了 不 致 由 于 使 某 
些 公理 存在 例外 情况 而 损害 我 们 理论 的 一 般 
性 ， 我 们 只 须 问 意 把 任意 一 对 对 趴 点 看 成 是 一 


B] 16.9 


球面 二 角形 的 内 


个 单个 点 . RERAMA, HTGIE— TÀI 和 前 和 总 是 大 于 so. 


想法 ， 当 我 们 定妆 射影 几何 学 中 的 无 穷 远 点 和 
反 演 几何 学 中 的 单个 点 时 ， 使 用 了 类 似 策略 . 
只 要 一 个 新 概念 很 好 地 解决 了 问题 ， 而 且 只 要 
它 不 与 以 前 定义 过 的 任何 概念 相抵 触 ， 那 么 我 
们 就 能 任意 地 把 它 纳 入 我 们 的 理论 之 中 ， 由 
于 我 们 同意 这 样 做 ， 所 以 我 们 现在 可 以 说 球 
面 一 一 也 就 是 说 地 球 表 面 ， 从 它 近 似 于 一 个 球 
面 这 个 意 关 上 讲 一 一 是 椭 贺 几何 学 的 一 个 模 
型 . 实际 上 , 这 个 几何 学 里 的 一 些 “ 奇 怪 的 " 定 
理 在 我 们 的 模型 中 变 得 十 分 明显 一 一 例如 ， 三 
角形 的 内 角 和 总 超过 180* 这 一 事实 (图 16.9). 

HR. EEG ACHSE B XC BLA SE 
也 存在 类 似 的 模型 , 其 中 与 一 条 给 定 “ 直 线 " 平 
行 的 直线 有 无 穷 多 条 . (这 里 的 “直线 " 还 是 指 
给 定 球面 上 两 点 之 间 的 最 短路 线 ， 见 第 160 页 
脚注 .这些 模型 中 的 一 个 ( 即 所 谓 的 盆 球 面 ) 如 
图 16.10 所 示 . 但 是 为 什么 我 们 把 它们 称 为 
“模型 ” ， 而 不 是 非 欧 几 人 和 何 学 规律 在 其 中 适用 的 
实际 空间 呢 ? 因 为 我 们 是 三 维 生 物 ,我 们 可 以 在 
任何 方向 上 移动 -~ 包括 上 和 下 . 我 们 能 够 从 
三 维 的 有 利 地 位 观察 我 们 的 二 维 生 物 ， 所 以 能 
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图 16.10 Rk, 这 个 曲面 是 权 曲 几何 学 的 一 个 模型 . 因为 
在 世上 商 有 无 限 允 条 企 何 给 定 直线 的 平行 线 ，( 一 条 “直线 "在 
这 里 的 意思 是 曲 面 上 责 点 之 间 的 最 短 忠 离 .) 这 个 曲面 还 称 为 
Th R da, 它 与 球面 共有 的 性 质 是 . 它 在 任何 地 方 都 有 相同 的 曲 
ЖЕ: 对 球面 来 说 ,这 个 壳 曲 率 是 正 的 ;而 对 电 物 面 来 说 .这 个 常 
I 3E RE йу. 


够 根据 我 们 普通 的 三 维 欧 几 里 得 几何 学 解释 它 
们 的 二 维 球面 几何 学 , 事实 上 ， 有 一 个 称 为 球 
面 三 角 学 的 数学 分 支 ， 和 研究 球面 土 的 三 角形 和 
其 他 形状 的 性 质 、 (这 个 话题 有 很 强 的 专业 特性 ， 
在 测量 学 和 航海 术 课 程 中 要 学 到 这 门 学 科 .)} 借 
助 于 球面 三 角 学 ， 我 们 可 以 从 普通 立体 几何 学 
的 性 质 推导 出 球面 的 所 有 性 质 . 换 名 话说， 二 
维 椭圆 几 柯 学 的 公理 变 成 了 三 维 欧 几 里 得 几何 
学 中 的 定理 . 但 是 ， 不 管 我 们 人 类 具有 什么 
样 的 三 维特 权 ， 我 们 的 二 维 生 物 是 得 不 到 这 些 
特权 的 . 根据 它们 的 知识 和 经 验 , 只 存在 二 维 . 
如 果 - 一 个 来 自 第 三 维 的 陌生 人 说 它们 的 青 线 睦 
实 是 图, 邦 么 它们 将 感到 十 分 困惑 ;二 为 --- 个 图 
必须 有 一 个 辣 旋 ， 而 所 有 天井 的 公共 图 已 栓 于 
奈 的 中 心 ， 那 是 它们 永 汪 也 无 法 名 达 的 地 方 . 

所 以 在 它们 看 来 ， 它们 生活 在 一 个 非 欧 北 何 党 
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规律 很 盛行 的 二 维 世界 之 中 . 这 就 是 我 们 说 的 
球体 的 表面 是 非 欧 几 里 得 精 圆 平面 的 欧 泌 里 得 
模型 的 确切 含义 . 

不 过 数学 很 少 完全 与 自然 环境 相 脱 离 ; Е 
以 直接 或 间接 方式 ， 从 我 们 作为 其 中 一 部 分 的 
真实 宇宙 中 推导 它 的 概念 . 在 非 欧 几 何 学 的 
逻辑 完全 性 得 到 承认 之 后 , 便 产 生 了 一 个 问题 : 
它 是 否 与 我 们 周围 的 物质 世界 有 某 种 关系 ?更 
具体 地 说 : 大 尺度 的 物理 空间 有 没有 可 能 遵循 
非 欧 几何 学 规律 ? 

这 种 情况 看 起 来 好 像 不 大 可 能 存在 . 我 们 
日 常 经 验 中 的 每 种 事情 都 暗示 ， 物 理 空间 是 欧 
几 蛙 得 几何 的 ; 毕竟 我 们 的 技术 成 就 都 是 以 欧 
几 里 得 几何 学 为 基础 的 ， 而 和 且 这 个 事实 本 身 就 
应 该 说 已 经 彻底 地 解决 了 这 个 问题 , 但 是 ,我 
们 的 经 验 毕 竟 局 限于 我 们 周围 的 世界 ; 我 们 没 


D ” 泥 可 再 认 , 关 于 这 件 事情 有 两 个 对 立 的 思想 谨 别 . 一 
个 深 别 由 “纯粹 的 ”数学 家 组 成 ,那些 选择 这 个 职业 只 是 为 了 
得 到 它 所 提供 的 智力 满足 的 大 ; 另 - .个 是 "应 用 " 放 别 , ШАЙ А 
E 关心 数 党 在 科 掌 和 技术 中 的 应 用 . 第 … 个 洗 别 坚持 认为 ， 
ВСТО SPRI УК АЖ. CAE Ка: ДШ, H 
PR00271; 3 Uu ЛГЕН Ө. E үр Ж КН) НЕНА 
ik TOME NU. Ж ЕДЕР A h Hb ir deo E LR TEE 
dC WEE. НЕШЕ. RR CBERG ER PE REG. H:EKJL 
PPEP RARI. 儿 平 完全 超脱 的 态度 , DE IE HE Ж ЛЕ ПЧАЙ 
So. ELLA NI A A (efi. 1829 SERE & Vip TV EU ite c HUE 
fii ЕЛ ЫА у ШЫ", Gu дао БЕТҮ Гане 
St) 7S PICS" FE. ni ht epos p B. Iz ,小 得 分 
CAAS AEI е i RECTE E ADM SK. DM A E FEE p 99 PU 
"HUK m$ A A. 
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有 住 何 直 接 方 法 去 了 解 宇宙 深 姓 发 生 了 什么 . 
高 斯 本 人 在 给 友人 舒 马赫 的 信 中 表达 了 这 一 思 
想 : “有 限 的 人 无 法 宣称 能 够 把 无 穷 大 看 成 借 
助 普通 观察 方法 就 能 掌握 的 东西 . ”高 斯 是 一 
位 物理 学 家 和 数学 家 ， 他 基 既 精通 理论 又 精通 
实践 的 非常 少 的 几 个 现代 科学 家 之 一 ， 因 此 他 
林 会 忘记 他 的 非 欧 几 和 何 学 观点 在 物理 学 方 
面 会 有 奇妙 的 应 用 . 于 是 他 决定 通过 实验 解决 这 
个 问题 . 

诚然 ， 人 们 无 望 直 接 确定 三 个 平行 公设 中 
的 哪 一 个 是 正确 的 (从 物理 学 角度 讲 )}， 因 为 我 
们 不 能 和 直到 无 穷 远 处 并 确定 平行 线 是 不 是 相 
Ж. 但 是 ,我 们 能 够 使 用 由 于 接受 各 种 平行 公理 
中 的 某 一 个 而 产生 的 某 些 定理 . 例如 ,我 们 已 经 
看 到 三 角形 的 内 角 和 在 高 斯 的 双 晶 凡 何 学 中 总 
是 小 于 180"?， 而 在 黎 曼 的 椭 加 几何 学 中 总 是 大 
于 180?，( 当然， 在 欧 几 里 得 几何 学 中 它 等 于 
180°.) 所 以 , 通过 测量 非常 大 的 三 角形 的 角 ， 
我 们 就 有 可 能 确定 这 三 种 情况 中 的 哪 -- 个 实 
际 上 在 起 作用 . 高 斯 兽 试 图 那么 做 . 他 在 三 
个 彼此 之 间 相 差 相 当 远 的 山顶 上 配备 了 测量 
员 ， 并 让 他 们 测量 他 们 视线 之 间 的 角 , 结果 
令 人 失望 : 角 的 和 几乎 正好 等 于 180°, 对 这 个 
值 的 任何 偏差 全 都 在 测量 仪器 的 精确 限度 之 
P. 所 以 这 个 实验 什么 问题 也 没有 解决 .高 
斯 很 快 就 认识 到 , 借助 地 球 上 的 实验 解决 这 
一 何 题 的 任何 尝试 都 是 没有 价值 的 ; 只 有 天 
文 规 模 的 距离 才 可 能 有 某 种 成 功 的 希望 ,而 
且 当 时 的 天 文 仪 器 的 精度 积 范 围 还 远 远 不 足 
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以 完成 这 种 任务 

这 个 问题 的 最 终 定 论 还 要 再 等 待 一 个 世纪 . 
在 1916 年 ,-- 个 当时 年 轻 量 还 不 太 知 名 的 物理 
学 家 发 表 了 -- 个 新 的 万 有 引力 理论 ， 其 中 的 空 
间 利 时 间 被 统一 到 一 个 四 维 整体 之 中 . 在 他 的 
理论 中 ,直线 被 定义 为 光线 的 路 线 ; 因 为 没有 任 
后 物质 能 够 运行 得 比 光 速 还 快 【 光 在 真空 中 的 
速度 约 为 300 000 T-3 Ж), ， 所 以 在 这 种 时 容 


изә 宇宙 中 光线 代表 了 商 点 ("事件 ") 之 间 的 最 短路 


线 . 而 县 ,这 个 理论 预言 光线 在 有 强 引力 场 ( 例 
如 一 个 亡 大 晨 体 所 产生 的 引力 场 ) 的 情况 下 应 
该 弯曲 . 但 是 这 就 意味 者 时 空 被 弯曲 了 一 一 
很 像 一 个 崩 紧 的 薄膜 在 放 上 重 物 以 后 弯 肝 的 方 
式 一 一 而 且 每 -点 上 的 曲率 都 与 该 点 上 引力 场 
的 强度 有 关 . 为 了 以 数学 方式 描述 这 样 一 种 四 


СО 虑 访 清楚 地 认识 到 .这 个 问题 并 不 是 在 把 地 球 看 成 
椭圆 几何 学 的 -- 个 模型 时 。 来 确认 地 球 球 面 的 非 欧 几 里 得 性 
MR-— fEiÀ -点 上 没有 任何 争论 一 一 而 起 为 了 测试 三 维 物 理 
空间 的 性 质 . 

必须 指出 的 是 , 当 涉 及 到 的 图 形 很 小 时 . 二 种 几何 学 一 一 
平面 OLED JUE., А (por Foo rh JL (ST — — Лр. 
R- RH. 辣 如 . 尽管 球面 二 角形 的 内 角 和 总 十 大 于 180°, In 
当 这 个 并 角形 连 新 莹 小 到 接近 等 时 ， 其 内 前 和 更 接近 于 18Р. 
因为 在 日 常生 活 中 我 们 很 少 意识 到 地 球 的 球形 , 所 以 , 欧 几 里 
得 几何 学 在 那么 多 年 里 .-- 直 作为 我 们 物理 世界 的 叭 -正确 的 
几 条 学 在 起 作用 ,这 -- 事 实 并 不 令 人 吃 谅 . 希腊 的 古典 主义 者 
在 欧 几 青 得 几何 学 的 基础 上 建立 了 数学 科学 .这 是 他 们 心智 
ВЕЛАТ. 尽管 他 们 之 中 有 人 曾 弘 怀疑 地 球 可 能 是 
БӨ, 但 是 从 实用 方 窄 讲 , 他 们 的 世界 是 平 的 , 他 们 创造 的 儿 
何 常 类 型 正好 几 陡 描述 那个 世界 . 
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ЯЕ usq]. ix DipTRP)BESEA fü H h HY, dE 
欧 几 和 何 学 的 某 种 方法 ， 而 目 他 在 黎 曼 几何 学 中 
找到 了 它 ;这 种 方法 允许 空间 存在 可 变 曲 率 . 

ix T HUE RES frü ms d FOE SLE 
TIRAR Tie, ÆT 1919 年 出 现 了 一 个 机 会 ， 
使 这 个 理论 待 以 检验 . HE— ER) S H 29H ffi 
计 会 出 现 日 全 食 ， 专 察 队 被 派 往 巴西 和 非洲 的 
WBHE. DERE E ЧП. SUPR КТЫ 
BAK SOREL CH SR {ЕН F SPS K Ss S]- - 
mugs ДН РБК ЕЕ А, АЈ НЕВЕ 
TAT A НИЧ PI LE gp ic ВА о Bie T0 D АЧ CHE 
偏离 了 其 正常 位 置 . 这 个 成 功 检验 的 消息 迅速 
传 禹 全 世界 ， 并 在 一 徐 之 问 使 这 一 理论 的 创始 
大 举世 闭 名 . 他 就 是 阿尔 伯 特 ， ЖД, fü 
的 理论 就 是 广义 相对 论 芽 

ABUS. 广 福 相对 论 一 一 实际 上 基 引 力 
的 几 向 学 理论 一 一 经 历 子 最 为 苛刻 的 检验 (hb 
返 一 次 征用 的 是 来 自 航天 发 和 的 们 和 与) Li Baz 
经 爱 住 了 所 有 实验 的 考验 . 所 以 ， 可 以 说 广义 
相对 论 是 数学 观念 的 最 后 胜利 ， 这 个 数学 观念 
在 其 萌芽 阶段 只 不 过 是 一 个 智力 练习 ， 然而， 
这 一 臣 大 胜利 并 不 能 使 以 下 事实 黯淡 无 光 ; dl 
感 几何 堂 首先 还 是 一 个 数学 理论 . 问 顾 起 米 ， 
它 的 最 重要 的 成 就 并 不 是 它 在 现代 物理 学 中 所 
BIER), dui CORE UTI TIRE. 这 


Ov ӘН Нр A TE 110 2: NE BE ip rh E 
К.Ш. u] $ WL Ronald W. Clark ЕАН: 7L КАИС) 
UBL EJ: Aron Books, 1971 年 出 版 ) 
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ШР ЛЕККЕ НЕЕ ааа ЕРЕ Jo 
革命 . 正如 哥 白 尼 取 消 了 地 球 作为 字 宙 中 心 的 
类 高 地 位 书 样 ,高 斯 . 黎 曼 及 其 追随 者 取消 了 欧 
儿 星 得 空间 在 儿 何 学 中 已 经 起 到 的 至 高 无 上 的 
(JU. 这 种 对 比 还 可 以 更 为 党 入 .可 白 尼 发 
现 ， 说 汐 个 宇和 都 绕 着 一 个 称 为 地 球 的 很 小 的 
行星 过 行 ,是 不 可 总 议 的 ;高 斯 对 我 们 评价 离 我 
们 很 远 的 几何 空间 特点 的 权利 提 出 了 疑问， 本 
场 革命 具有 此 同 的 根源 一 一 龙 穷 大 ， 与 每 一 个 
新 观点 一 翌 , 岗 者 刚 开始 都 受到 了 怀疑 和 阻力 ， 
而 此 新 向 尼 还 受到 了 公开 的 收视 . 但 是 ， 它 们 
一 是 被 接受 ， 便 可 以 改变 历史 进程 .它们 已 经 
动摇 了 我 们 对 科学 有 能 力 给 我 们 指出 一 条 通 往 
最 终 和 绝对 真理 这 一 信念， 办 为 不 存在 这 种 丰 
FB. 必须 使 用 相对 真理 取代 绝对 真理 ， 相 对 真 
理 依赖 于 我 们 在 开始 时 没 定 的 前 提 . 旅途 已 经 
开始 了 ， 尽 管 在 刚 开 始 时 非常 缓慢 而 且 难 以 罕 
觉 到 ， 们 这 个 旅途 在 一 个 世纪 以 后 产生 了 我 们 
的 现代 字 宙 观 . 


两 条 平行 线 
作者 :克里斯蒂 安 - 葛根 施 特 思 
(1871 1914) 
两 个 相似 的 伟人 ， 
从 坚实 的 房间 飞 出 ; 
飞 向 无 限 ， 
那 是 两 个 坚定 的 灵魂 . 


qe 471 AR oS E H, 
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R.E ЖЕФ LT 
HAT 5 + PF, 
虽然 不 宜 察 觉 ， 


当 他 们 彼此 相伴 ， 
BATARE; 
对 这 对 寂寞 的 伙伴 ， 
尘世 已 无 意义 可 言 . 


他 们 还 是 平行 的 吗 ? 
他 们 自己 也 不 知道 ; 
LAE E E 

Ae E st cde 85 x. 


ik жу 6 ШЫГЫР S Ли, 
他 们 在 永恒 的 光 中 融 为 一 体 ; 
永恒 使 他 们 交织 ， 
如 同 两 个 天 使. 

( 3⁄6 Ф) 
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第 三 篇 “美学 的 无 穷 大 


数学 不 仅 拥 有 真理 ,而 且 还 拥有 至 
高 的 美 一 一 一 种 冷峻 而 严肃 的 美 , 正 像 
雕塑 品 所 具有 的 美 一 样 …… 
11351 ———4ü 4 X - 罗素 (1872 - 1970) 


第 17 章 为 无 穷 大 而 欣喜 


啊 ! 鼎 间 , 一 和 无 穷 大 ! 
一 一 罗伯特 :市 朗 宁 (1812 - 1889), 
《在 炉 边 》 


人 类 自 远古 以 来 就 热切 期 望 无 穷 大 . 已 知 
的 最 时 的 通 入 无穷 远 的 尝试 出 现在 巴 别 ， 这 是 
《创世纪 》 中 讲 的 :“ 然 后 他 们 说 : “来 , 让 我 们 建 
一 座 城市 和 一 座 顶 部 在 上 天 的 塔 .“" 他 们 的 党 
试 注定 要 失败 ,因为 上 帝 害怕 他 们 的 期 望 太 高， 
所 以 “搅乱 了 他 们 的 语言 ,使 他 们 彼此 不 理解 对 
方 的 话语 ”( 创 世纪 》11 : 4). 自 那 以 后 , EA 
通天 塔 就 成 了 无 穷 大 的 象征 一 或 者 是 人 类 试 
图 到 达 无 穿 大 的 无 效 努 力 的 象征 . 

人 类 由 于 不 能 实际 上 到 达 无 穷 大 ， 所 以 转 
向 内 部 ， 以 求 在 精神 土 到 达 无 穷 大 , 各 个 时 代 
的 诗人 、 艺术 家 和 暂 学 家 都 被 它 所 困惑 ， 有 的 
人 害怕 它 ,， 有 的 人 以 它 为 荣 ， 但 是 却 很 少 有 人 
逃脱 它 那 醉人 的 魅力 “那些 无 限 空间 里 的 无 尽 
的 寂静 使 我 感到 恺 惧 ， 数 学 家 、 物 理学 家 和 哲 
学 家 布 莱 兹 帕斯卡 以 他 个 人 所 特有 的 忧郁 的 
ШЛЕ. 犹太 哲学 家 马丁 布 伯 {1878 - 
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i965) AED EE E MEFR TABA А Ж 
来 回避 它 ， 


有 一 种 我 无 法 理解 的 需要 莹 绕 在 
Ruk: 我 必须 一 次 又 一 次 地 起 象 空 
间 的 边界 或 其 无 边 无 际 ， 有 一 个 开头 
和 一 个 结尾 的 时 间或 者 是 没有 基 没 有 
Amp, 而 且 二 者 都 是 同 祥 不 可 能 
的 ， 辐 样 无 项 望 的 ……: 在 一 种 无 法 抗 
拒 的 冲动 下 ， А РКТ АЕ ЈЕ Я, 
晃 地 走向 另 一 种 不 可 能 ， 有 了 时 了 预感 到 
DE Й, 以致 于 我 曾 十 分 认真 地 
想 过 以 自杀 来 回避 它 ". 1136] 


与 此 相对 照 的 是 威廉 . 布莱克 【1757 - 1827) 在 
《天 真 的 预言 ?中 的 乐观 诗 行 : 


уал, 
一 时 野花 见 天 国 ; 
手掌 能 容纳 元 穷 大 ， 
一 小 时 能 容纳 永恒 . 


而 弗 里 德里 希 : 25 + 35 (1759 - 1805) 则 以 这 
段 对 无 穷 大 的 颂 词 结束 了 他 对 创造 的 赞歌 : 


ФЛ PLA SE S£ Ee 前 面 


OD ГАЕТ SI: 早年 1878 1923), Maw 
nce Friedmann, E.P. Dutton. New York, 1981. 


的 路 是 无 穷 远 ! 

wm dk AE E ag! 一 一 我 身后 的 无 
5$ Ede! 

Gd A Ж op 69 38, 

啊 , 思 想 , 突 然 下 落 的 感 ! 一 一 

啊 ,幻想 ,抛锚 !- 一 一 航行 结束 了 : 
创造 ,不 切实 际 的 水 手 ‚ЖК EJ 
tB TS 


ЖЯ C М, "а (1853- 1890) HIT “E 
FRE”. 他 的 传记 作者 亨利 * 斯 科 里 拜 
S En "M 法国 南部 ) 蒙 马 耶 恩 的 岩石 中 , 他 
发 现 的 不 是 腾腾 的 北部 平原 及 其 模糊 的 轮 廊 ， 
而 是 一 个 巨大 的 .到 戎 项 的 广阔 区 域 ,其 中 最 微 
АЈАНТ ВАЛЯ НА. “我 在 画 无 穷 大 , ”有 一 
天 他 写 道 . 他 可 以 看 到 展现 在 他 面前 的 无 穷 
大 :平原 上 的 无 限 大 ,一 直 伸 展 到 目光 所 及 的 所 
有 范围 ; ШЕР, HOSCE, 葡萄 树 和 石头 的 无 限 小 
增生 ,地 球 表面 上 数 不 清 的 微小 孔 实 .5 

探险 者 也 经 历 了 这 种 对 无 穷 大 的 迷恋 一 一 
广 冰 空 间 的 无 穷 大 、 人 类 还 不 曾 涉足 过 的 无 塌 
陆地 的 无 穷 大 、 自 然 力 在 其 中 具有 充分 自由 的 
无 过 海洋 的 无 穷 大 .飞行员 和 水 手 费 朗 西 斯 * 
奇 切 斯 特 (1902 - 1972) 爵士 在 谈 到 他 开 荐 他 的 
小 飞机 飞 往 澳大利亚 时 的 激动 心情 时 说 :“ 上 面 


Со WWA ТЖ НА», I Sir Elwanl Bulwer Lytton FÉ H 
Wit Themas Y.Crowell & Co. New York. 
Сл ФА. B TER SCRI УЖИН РЕ 1972 年 出 版 于 巴黎 . 
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是 无 限 的 空间 ， 无 穷 的 空旷 ， 只 有 太阳 在 严酷 
地 .永恒 地 照 炮 着 …… 真 是 完全 与 世 隔绝 ,真是 
йыл е!” ТЕТЕ - 称 尔 黑 德 在 4 库 珀 的 小 溪 》 
中 撒 终 了 省 大 利 亚 中 部 尚未 勘探 的 沙漠 . 他 在 
讲述 首次 横 穿 该 大陆 的 伯 克 探 险 的 艰辛 时 说 ; 
“他 们 是 作为 无 限 空间 终点 的 这 个 艰苦 而 又 冷 
漠 的 地 区 的 外 来 人 ”; 他 们 无 论 何 时 转身 , 看 到 
的 只 有 “ 静 静 地 向 无 穷 远 伸展 的 空旷 土地 ”"， 对 
于 一 些 人 来 说 ,无 穷 大 具有 一 种 治疗 能 力 , 可 以 
使 他 们 的 心灵 消除 日 常生 活 的 小 事 和 忧虑 . dE 
国 的 撒哈拉 沙漠 探险 家 海 因 里 希 . 巴特 
(1821 - 1865) 说 :“ 我 已 经 习惯 了 沙漠 ,习惯 了 
无 穷 大 的 空间 ， 在 这 里 我 不 必 为 那些 使 人 宣 息 
RUBER m ARA. OU 

ВЕ ЕД COS RUE CIT RE (8 FR 8 — 
个 主题 . 出 生 于 俄罗斯 的 法 国 艺术 家 瓦 希 里 . 
放 金 斯 基 (1866 - 1944) 说 “异乎 寻常 的 寂静 就 
像 一 堵 走 向 无 穷 大 的 .冰冷 的 .不 可 有 毁灭 的 堵 ”， 
英国 物理 学 家 约翰 - 廷 德尔 (1820- 1893) 把 人 
脑 比喻 成 一 个 “具有 某 种 音律 范围 的 乐器 ,我 
们 在 趋 出 这 个 范围 的 两 个 方向 上 得 到 无 限 的 寂 
BC. 当 歌 手轻 轻 地 唱 出 歌词 Bwig， . . ewig... 
(AB... В ) ,而 号 音乐 逐渐 逝去 ,好像 
在 预示 着 作曲 家 自己 的 死亡 的 时 候 , 有 谁 能 不 被 古 
WERK + 马 勒 (1860—1911) 的 最 后 的 音符 所 感 
动 呢 ? 


Ф CRATERE ERAAN ANIS, Stein 
and Day, New York, 1982, 


[137] 


Al Rh ДНР ELI ЖЕШТЕН. XE D uk 
色 则 是 无 穷 大 的 感官 符 导 . 英国 艺术 批评 家 约 
Ва 拉 斯 金 【1819 - 1900) 谈 到 了 “距离 的 蓝 
t. 蓝 色 是 目 班 牙 艺 本 家 琼 . 米 罗 {1893 - 
1983) 最 喜欢 的 颜色 ; 在 《走向 无 穷 大 》 中 , 他 使 
用 蓝 色 画 出 了 无 尽 的 空旷 ,一 条 纪 线 向 上 疾驰 ， 
然后 飞 向 无 限 远 . 毫 无 疑问 ， 是 天 空 的 蓝 色 使 
大 们 联想 起 讯 限 的 空间 ， “天 空 和 海洋 的 广阔 
区 域 迎 合 了 人 们 通过 某 种 无 穷 大 释放 精神 淘 望 
的 需要 ,” 这 是 最 近 的 一 本 关于 颜色 的 书 的 作 
者 在 讨论 * 蓝 色 的 无 穷 大 "时 说 的 一 句 话 所 

现在 让 我 们 从 这 些 一 般 话 题 回 到 某 些 特殊 
例子 上 去 ,在 这 些 例 子 中 ,无 穷 大 的 观念 激励 着 

(1381 艺术 家 们 创作 了 具有 极 高 美学 感染 力 的 作品 . 


C» deit), Donald Pavey 编辑 Marshall Editions Limited , 
London, 1980. 
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我 认为 以 数学 思想 为 基础 发 展 一 
种 艺术 在 很 大 程度 上 是 可 能 的 ， 
一 一 马克 斯 . kk. 3: ( E + 1008 年 ) 


麦 比 乌 斯 带 的 奇异 性 质 曾 是 一 件 著名 的 数 
学 珍品 ， 后 来 成 了 一 个 艺术 家 灵感 的 源泉 ; 自 
从 1865 年 它 被 发 现 之 后 , 它 的 特性 曾经 强烈 地 
吸引 住 专 家 和 外 行 们 . debe ES d PRICE 
它 的 发 明 者 一 一 德国 数学 家 与 天 文学 家 奥 古 斯 
特 ， 费 迪 南 德 Жр (1790 - 1868), Т 
是 拓扑 学 这 个 全 新 数学 分 支 的 萌芽 ; 拓扑 学 
研究 曲面 在 经 历 连 续 形 变 时 那些 保持 不 变 的 
性 质 . 

取 一 个 图 18. la 所 示 的 长 方形 纸 带 ， 把 它 
守 起 来 形成 一 个 环 状 的 东西 . 如 果 你 用 一 般 方 
Ва, ВА ЕВ AK C 555 D 
点 连接 起 来 ， 您 便 得 到 一 个 普通 的 环 一 一 一 条 
圆 形 的 、 环 状 的 带子 , 它 有 一 个 内 面 和 一 -个 外 面 
(图 18. 1b). 但 是 如 果 你 首先 使 带子 的 -- 端 扭 
转 1805, 25818 A 与 D.C 与 B XE dite Lx t 
乌 斯 带 便 产生 了 {图 18.16). 


我 们 首先 注意 到 的 是 麦 比 乌 斯 带 只 有 一 个 
5: 我 们 能 够 沿 善 一 条 连续 路 线 从 带子 一 个 面 
上 的 任何 点 到 达 “ 男 一 个 ” 面 的 任何 点 , m BUS 
需 穿 透 其 表 曾 或 跨 过 它 的 边缘 1 当然 ,普通 的 两 
面 带子 不 可 能 有 这 种 情况 . 所 以 ， 一 条 麦 比 乌 
斯 带 既 没有 一 个 "内 面 " ,也 没有 一 个 外面” Е 
只 有 一 个 连续 的 表面 . 而 且 ， 一 般 的 没有 端点 
的 带子 有 两 条 边 , 而 麦 比 乌 斯 带 只 有 一 条 边 : 从 
土 部 边缘 上 的 任何 一 点 出 发 并 沿 此 边 移动 ， 在 
经 过 一 圈 之 后 ， 我 们 便 到 达 下 部 边缘 上 与 出 发 
点 相对 的 一 点 ; 在 经 过 另 一 圈 之 后 , 我 们 又 回 

11391 到 了 出 发 点 . 我 们 必须 完成 两 圈 才 能 绕 麦 比 乌 
斯 带 -周一 一 这 又 一 次 与 普通 的 环形 带 形成 了 
对 照 . 

当 我 们 试图 把 麦 比 乌 斯 带 剪 成 两 半 时 ， 我 
们 还 会 发 现 更 多 的 奇迹 . 如 果 我 们 沿 中 心 线 剪 
开 一 条 普通 的 环形 带 时 ， 我 们 将 得 到 两 个 完全 
一 样 的 带子 ， 每 条 带 的 宽度 都 是 原来 带子 的 一 
半 . 但 是 ， 如 果 我 们 用 同样 的 方法 剪 开 一 条 麦 


图 18.1 


# H. ry, Ur i ПО 
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бг. WITH BEA T ERES VU 
一 个 其 中 包括 两 个 半 纽 结 的 环 . 这 个 东西 不 青 
趣 一 -个 真 止 的 麦 比 马 斯 带 ， 因 为 它 有 两 条 不 同 
的 这 和 两 个 不 同 的 饭 一 一 一 个 内 面 和 一 个 外 
Wi. 但 是 ， 如 果 我 们 沿 着 距 纸 带 一 条 边 三 分 之 
一 的 自 线 纵向 前 开 一 个 麦 比 乌 斯 带 ， 我 们 便 得 
到 两 个 缠绕 在 一 起 的 环 : 一 个 是 真正 的 麦 比 乌 
斯 带 ; 分- 一 个 是 有 两 个 半 纽 结 的 二 面 环 ! 难 怪 麦 
比 乌 斯 带 已 成 为 能 够 想到 的 最 诱 人 的 数学 创造 
物 之 一 一 种 其 秘密 完全 隐藏 在 其 缠绕 的 表面 
之 后 的 几何 魔术 成 果 . 

P, ZESPRI TERRIER 
是 很 自然 的 事情 . 瑞士 雕塑 家 马克 斯 - 比尔 
(Е 1908 5E). 是 那些 为 老 比 乌 斯 带 美 学 潜在 
价值 所 吸引 的 艺术 家 中 的 一 个 , 他 在 1935 年 发 
现 了 麦 比 乌 斯 带 :“ 我 在 为 在 上 升 气流 中 转动 的 
野 挂 雕塑 品 寻 找 一 种 解决 办 法 时 ， 创 造 了 一 个 
单 面 物体 . 我 的 研究 既 不 是 科学 的 ， 也 不 是 数 
学 的 ， 而 是 纯美 学 的 …… 我 把 我 的 雕塑 称 为 环 
形 带 . ”很 显然 比尔 并 不 知道 他 的 发 现 已 被 数 
学 家 知道 了 近 一 个 世纪 ， 而 且 他 在 了 解 到 这 个 
事实 之 后 非常 失望 . 比尔 说 :“ 后 来 我 得 知 我 的 
作品 (我 以 前 认为 是 由 我 发 现 或 发 明 的 ) 只 是 所 
诊 的 麦 比 乌 斯 带 的 艺术 表现 ,而且 在 理论 上 与 
它 宛 全 一 样 …… 我 对 我 不 是 首先 发 现 这 个 东西 
的 人 这 一 事实 感到 震惊 . 所 以 我 曾经 有 一 段 时 
间 停 止 了 在 这 个 方向 上 的 进一步 研究 .“ 然 而 ， 
几 年 以 后 他 又 重新 回 到 了 拓扑 问题 和 单 面向 后 


的 研究 上 来 . DEAE» С, 直到 1979 4E, JL i140] 


平 是 在 麦 比 乌 斯 描述 了 他 的 “ 单 侧 包 面体 ”120 
年 之 后 ， 比 尔 才 接触 到 麦 比 乌 斯 带 的 原初 解 
FÉ. 但 是 , 他 补充 道 ; “我 在 麦 比 乌 斯 解释 中 设 
有 找到 的 东西 ,对 我 却 非常 重要 :这 就 是 这 些 曲 
面 作为 无 穷 大 象征 的 哲学 特征 . ”所 以 比尔 决 
必 把 这 些 曲 面 的 美学 潜能 化 为 现实 ， 其 结果 是 
几 个 精美 的 作品 ,图 18.2 给 出 其 中 的 一 个 . 


图 18.2 ”马克 斯 - 比尔 : (ЖЕ НИНЕ Н ЕКЕУ (19497 48), 
转载 得 到 了 艺术 家 的 许可 . 


如 果 说 马克 斯 .比尔 的 具有 杆 实 的 、 规 则 
的 线条 的 艺术 ， 只 是 转化 成 艺术 作品 的 纯粹 数 


| АШ, ва 


图 18.3 Mec IS 
SIE rS uds | cer). 
COM LC, Eseher Heirs c/o Са 
don An — Baar - Holland. 


学 ,那么 另 一 位 当代 艺术 家 则 在 一 种 “应 用 ” 意 
Х К ШНТ®=ЖҤЕВНЛЕ. £k CORSAR 
(1898 - 1972) 足 在 与 一 位 英国 数学 家 的 一 次 偶 
然 相 风 之后, 才 开始 注意 胡 比 乌 斯 带 的 ;不 过 的 
是 他 后 来 后记 这 位 数学 家 是 谁 了 . 这 次 偶然 会 
面 显 然 很 富有 成 果 . Ip ЖОНИ Sr RRE 
比 马 斯 的 基本 图 案 创 作 了 二 幅 作品 . HTJ ë 
外 爱好 形状 怪 谴 的 图 案 ， 所 以 他 的 作品 中 充满 
了 生命 : 大 蚂蚁 沿 着 一 个 去 比 乌 斯 带 状 的 梯子 
的 一 面 往 前 各 ， 结 果 只 发 现 它们 在 一 个 无 尽 的 
循环 中 走 到 “ 另 一 个 " 面 (插图 | ) ;一 对 抽象 动 
物 {可 能 是 蛇 ) 沿 着 看 似 分 开 的 麦 比 乌 斯 带 的 两 
个 部 分 互相 追逐 (图 18.3); 还 有 一 个 由 正好 互 
为 镜像 的 两 组 (红色 和 灰色 ) 骑马 人 组 成 的 队 
列 ， 这 两 组 骑马 人 沿 着 一 条 招 曲 的 环形 带 的 两 
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Jill MC- же. 
Cx IE S E 01963). 
ШУМ. С. Escher Heirs c/o Cor 
don Àn - Baam - Holland. 
Collection Haags Germeentemu- 
seum - The Hague . 
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ШАЛ M: C 7. 
CREE E j.) (1956). 

(OM. C. Escher Heirs e/o Cor- 
don Ап ~ Baam - Holland. 
Collection Haags Gemeentemu- 


seum – The Hague . 
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BAY м-с- жа; 

(АУ RE Шу (1959). 

М.С. Fscher Heirs c/o Cor- 

don At - Baam - Holland. 

Collection Haags Gemeenternu- 

seum — The Hague . [146] 
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Њам м-с- жеж: 
С ME ў) (1957). 

©M C. Escher Heirs c/o Соғ 
don Ап — Baam - Holland. 
Collection. Haags Gemeentemu- 
seum — The Hague. 
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图 18.4 BRERA 
急 斯 带 迁 回 的 模型 火车 . 这 
种 有 趣 的 展示 是 由 ІВМ + 
办 的 展览 Mathematisa: 数 的 
世界 及 其 他 》 的 一 部 分 . 由 
Charles 和 Ray Eames 制作 . 
在 美国 的 儿 个 大 科学 馆 作 
过 迪 同 展 出 . R: Charles 
Eames .转载 时 得 到 了 许可 . 


/ 


个 面 朝 相 反方 向 行进 GRA IL) 2 . 埃 舍 尔 是 一 
个 天 才 ， 他 擅长 刻画 生活 中 模棱两可 或 出 乎 意 
料 的 事情 ,他 在 玫 比 乌 斯 带 中 ,为 他 的 艺术 创作 
才能 找到 了 一 片 肥沃 的 土地 . 

在 科学 幻想 故事 “一 列 名 叫 麦 比 乌 斯 的 地 
铁 "” 中 ,故事 情节 围绕 一 列 从 波士顿 地 铁 系 统 
中 神秘 消逝 的 第 86 号 列车 而 展开 . 这 个 地 铁 


Q 这 是 一 个 真正 的 麦 比 鸟 斯 带 ， 因 为 它 有 了 两 个 面 和 两 
ig. 事实 上 , 当 沿 着 中 心 线 狼 向 前 开 麦 比 乌 斯 带 时 , 得 到 的 
东西 就 是 它 . 将 图 18.la 的 矩形 带 扭转 360* 之 后 把 其 端点 连 
接 起 来 , 也 可 以 得 到 它 , 为 了 增加 复杂 性 , e I OR D А 
中 的 带子 在 图 画 的 中 心 连接 起 来 , 从 而 接 通 了 两 个 分 开 的 面 ， 
ЕНЕН BENT TUM. 

D A.J Deuchl 1950) 3. WA (ПЫ HE EIE ER 93, 
lsaac Asimov 838. MRE KES Greenwich 的 Fawcett Crest 1972 年 
出 版 . 
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系统 前 -- 天 十 举行 通车 仪式 ,但 是 现在 第 86 号 
却 消逝 了 ,和 什么 痕迹 也 没有 留 下 . 事实 上 ,很 多 
人 都 报告 说 他 们 听 到 了 列车 在 他 们 的 正 上 方 或 
正 下 方 飞驰 的 声音 ， 但 是 谁 也 没有 真正 地 看 到 
过 它 ， 当 确定 这 列 火 车 位 置 的 所 有 努力 都 失败 
之 后 ， 险 佛 的 数学 家 罗 杰 . 图 佩 风 给 交通 中 心 
打 电 话 , 并 且 提 出 了 一 个 惊人 的 理论 :这 个 地 铁 
系统 非常 复杂 ， 以 致 于 它 可 能 变 成 了 一 个 单 面 
Bii Cae Le JUPE 的 一 部 分 , 而 那 列 在 当时 丢 
失 的 火车 可 能 正在 这 条 带子 的 “ 另 一 个 " 面 上 跑 
它 的 正常 路 线 . 面 对 极 度 惊 情 的 市 政 官员 ， 他 
耐心 地 解释 了 这 种 系统 的 拓扑 奇异 性 . 在 经 过 
一 段 时 间 一 一 确切 地 说 是 十 星期 之 后 一 一 这 列 
丢失 的 列车 又 重新 出 现 了 ， 它 的 乘客 都 安然 无 
1148) 盖 , 只 是 有 一 点 累 . 
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#— # dde X ias dr e, 
因为 它 已 使 自己 成 为 如 此 巨大 的 众多 
镜子 ， 
它 的 光线 在 镜子 上 被 折 转 ， 
而 它 自己 则 一 如 纺 往 地 保持 完整 . 
一 一 位 丁 . FRI RSEXE F (1265-1321), 
《天 堂 篇 》, 诗 章 29 


每 一 个 人 都 在 不 同 的 场合 对 镜子 着 迷 过 . 
甚至 动物 也 是 如 此 . 我 记得 有 一 次 看 到 一 只 猫 
困惑 地 上 杂 着 一 面 镜子 , 毫 无 疑问 , 它 在 想 在 那 面 
发 亮 的 平面 后 面 的 另 一 只 同伴 猫 是 谁 . 光学 定 
律 在 这 里 产生 了 一 个 神秘 的 不 可 思议 的 错觉 : 
照 到 镜子 上 的 光线 以 与 光线 照射 镜子 的 角度 正 
好 相同 的 角度 被 反射 出 去 了 ， 因 而 产生 了 一 个 
在 镜子 后 面 出 现 一 个 隐藏 起 来 的 物体 的 假象 
(图 19.1)， 有 史 以 来 ， 镜子 一 直 被 认为 是 珍 


中 用 更正 式 的 语 育 表述 为 :“ 人 射 角 等 于 上 反射 角 .“ 这 就 
是 反射 完 律 一 一 几何 光学 的 两 个 基本 定律 之 一 ，( 另 -是 折射 
定律 、) 这 个 定律 表明 :人 射 光线 ,反射 光线 以 及 镜子 平面 的 垂 
线 处 于 同一 个 平面 上 


” 图 19.1 ”反射 定律 . 
贵 的 财产 我 们 存 埃 及 王室 的 募 中 发 现 了 镜 


子 一 一 显然 ,镜子 被 放 到 那里 是 为 了 将 死者 的 
14) 美 保留 给 后 代 . 我 们 还 能 在 欧洲 巴 罗 克 风格 的 
襄 典 宽敞 大 厅 里 找到 镜子 ,在 那里 ,镜子 以 它们 
那 闪闪 发 亮 的 反射 使 贵族 阶层 得 到 快乐 . 在 我 
们 这 个 时 代 ， 镜 子 被 百货 公司 和 饭店 用 作 商 业 
赚 头 ,因为 镜子 能 够 产生 一 个 错觉 :一 个 实际 上 
相当 小 的 房间 看 上 去 空间 很 大 . 而 且 曲 面 形 的 镜 
子 在 魔术 室 中 为 年 轻 人 提供 了 无 尽 的 吸引 力 拉 
拿 两 面 镜子 , 像 图 19.2 那样 以 一 定 的 角度 
把 它们 放 在 一 起 . 放置 到 它们 中 间 任 何 位 置 的 
一 个 物体 都 被 反射 到 两 面 镜子 (或 者 其 延长 部 — 
分 ) 中 ,结果 便 产生 两 个 镜像 . 这 些 镜像 中 的 每 “| — == 


A — i шта зла. 


图 19.4 JE R oo ffr pap 
镜子 的 重复 反射 ,形成 了 - 
ГЕРЕ. 


部 分 , 而 虚线 C 则 是 每 面 镜 子 在 另 一 面 中 的 映 
像 . 现在 在 4 5j B Ze S FE f bh 7; CR — 
物体 天 {图 中 画 影 线 的 物体 与 p 接触 ， 这 样 做 
的 目的 只 是 使 我 们 更 容易 地 追随 其 映像 ). 我 
们 使 用 4 和 8B, 分 别 表示 它 在 镜子 4 和 8 中 
的 映像 . 现在 4 ,被 反射 到 p Е 
Ë A; 同 理 , 5 由 于 被 反射 到 A 也 产生 一 个 新 
镜像 B. 最 后 ， 这 些 二 次 反射 中 的 每 一 个 又 被 
反射 到 厚 来 的 镜子 里 ， 便 产生 了 4, 和 В, {Н 
是 ， 我 们 可 以 根据 反射 几何 学 很 容易 地 说 服 我 
们 自己 :最 后 的 两 个 镜像 相互 重合 ,所 以 不 会 青 
产生 其 他 和 镜像. 这 样 一 来 ,我们 从 床 初 物体 得 
到 了 五 个 新 镜像 ;它们 与 原初 物体 一 起 排列 成 
三 对 ,形成 了 一 个 等 边 三 角形 的 顶点 ， 

因此 , 从 60* 这 个 特殊 的 角 , 我 们 得 到 一 个 
具有 高 度 对 称 性 的 图 案 : 该 图 案 可 以 在 4, 下 和 
C 二 条 直线 中 的 任何 一 条 上 反射 ， 或 以 120*， 
240° 和 360* 中 任何 和 角度 旋转 ， 而 不 会 从 整体 上 
改变 该 图 案 . 我 们 说 这 个 图 案 具有 一 -种 三 重 尧 
转 对 称 或 三 轴 反 射 对 称 . Gk SR RD BEER ар 
下 :如 果 镜 子 构成 了 角 a ,那么 产生 的 图 案 将 具 
有 一 个 n 重 旋 转 对 称 和 一 个 л 轴 反 射 对 称 , 这 
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Æ д = 360°/2а ©, 

ТУЗ (ЕЛИ ТЕРЛЕ Y ан — T" 
物体 产生 -一 个 对 称 图 案 } 正 是 万 花 简 (kaleidoscope) 
的 基础 . 苏格兰 物理 学 家 戴 维 : 布鲁斯 特 
(1781— 1868) F 1816 年 发 明了 万 花 简 , 从 那 以 后 ， 
它 使 成 了 老少 咸 宜 的 神奇 玩具 {其 名 字 来 自 希腊 
单词 : Кајо = 美丽 的 , cidos = 形式 ， scope = 观看 . ) 
它 包 括 一 个 镜 简 , 其 中 装 有 两 面 镜子 ， 两 面 镜子 间 
的 夹 角 通常 为 607. 镜 简 的 一 端 装 有 彩色 玻璃 小 碎 
Hr, 从 另 一 端的 一 个 小 孔 可 观看 它们 在 镜子 中 经 过 
名 次 反射 而 形成 的 映像 ， 这 种 仪器 的 结构 如 此 简 
单 ， 以 致 于 未 经 许可 就 仿制 了 好 几 千 只 ， 并 因而 
浏 夺 了 属于 发 明 者 自己 的 专利 使 用 费 ， 显然 ， 即 
使 在 今天 ， 这 种 仪器 也 丝毫 没有 失去 其 吸引 力 ; 
在 新 型 的 万 花 简 中 ， 一 个 小 的 多 透镜 取代 了 镜子 ， 
而 月 物 体 可 以 是 你 愿意 用 镜 简 对 着 的 任何 景物 人 


Ф RAH a 有 -- 个 整数 值 时 ， 这 个 公式 才 给 出 对 称 元 
案 的 数 莫 ,为 了 造成 这 种 情况 ， 角 = 必须 限定 在 某 些 值 之 内 
(180°, 90°. 60°, 45°, 36°, 51 5 =].2,3.4.5.… 相 对 应 }， 如 果 
a 有 其 他 的 值 ， 慎 么 a 将 是 一 个 分 数 ， 或 者 其 至 是 一 个 无 理 
B. 其 结果 是 失去 - 些 或 全 部 的 旋转 对 称 . 此 外 , 如 果 物 体 自 
身 忆 经 具有 反射 对 称 性 ,而且 如 果 我 让 相对 于 贸 子 以 对 称 方 
式 放置 它 , 那 么 将 产生 附加 的 对 称 . 例如 ,对 于 & = 的 "的 情况 ， 
如 条 物体 是 字母 4, 那么 ， 当 我 们 将 它 与 两 面 镜子 的 平分 线 对 
齐 时 , РЕ ПОВ З ESL TUNE, 即 一 个 六 重 旋转 对 称 和 .个 
六 轴 反 射 对 称 . 有 关 对 这 些 可 能 性 的 更 完整 的 讨论 ,参看 参考 
文献 中 列 出 的 H.S. M. Coxeter GE UU раа). 

@ 制作 简易 万 花 笠 的 方法 可 以 从 《作为 -种 工具 的 摄 
ERP ВФЕ], Life Library of Photography. Time - Life, New 
York, 1970,р. 208. 
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在 任何 一 个 实际 的 万 花 简 中 , A a 是 固定 
的 ， 然 而 我 们 还 可 以 使 用 两 个 自由 的 镜子 做 实 
验 . 我 们 可 以 使 它们 彼此 以 不 同 的 角度 放置 在 
一 起 . 我 们 可 以 看 到 当 我 们 逐渐 缩小 这 个 角度 
时 ,镜像 的 数量 成 倍增 加 ;似乎 不 知道 越 来 越 多 
的 镜像 是 从 什么 地 方 来 的 ， 直 到 它们 的 数量 非 
常 大 , ТАВ АЕ. {这 部 分 是 因为 镜子 
中 的 缺陷 引起 的 ， 因 而 产生 的 内 反射 随 着 视线 
逐 捧 接近 镜子 平面 而 变 得 更 加 明显 , ) 当 a0 
时 , 镜像 的 数量 变 得 无 限 多 ; 另 一 方面 , 在 两 面 
镜子 之 间 当 然 也 不 再 有 剩余 的 空间 放置 一 个 物 
体 ， 而 上 出. 不 再 有 供 我 们 观看 其 映像 的 空间. 我 
们 的 镜子 很 好 地 保守 着 无 穷 大 的 秘密 ! 

然而 ,有 一 种 办 法 可 以 避免 这 种 情况 , 那 就 
是 让 自己 站 在 两 面 以 恒定 距离 d 分 开 的 平行 
镜子 之 间 . 这 是 一 种 我 们 在 理发 店 礁 到 的 熟悉 
的 奇观 ， 在 那里 你 会 看 到 你 自己 在 无 尽 的 镜子 
显示 中 被 前 后 反射 ， 交 替 显 示 你 的 脸 和 背 . UE 
呀 ,几乎 是 无 尽 的 ,我 们 再 次 被 阻止 实际 上 看 到 
КЎК. 因为 其 一 ， 你 自己 的 头 总 在 您 的 视线 
上 ,挡住 了 正 前 方 的 视野 ; 其 二 , 最 轻微 地 偏离 
平行 性 将 会 使 这 两 面 镜子 形成 一 个 下 大 的 万 花 
简 ,使 镜像 沿 着 一 个 巨大 的 圆 弯曲 ,直至 消逝 . 

现在 设想 你 在 一 个 四 壁 全 是 镜子 的 房间 里 . 
图 19.4 给 出 了 这 种 房 闻 的 一 个 断面 . 和 以 前 一 
样 , 实 线 代 表 实 际 的 镜子 ,它们 形成 一 个 正方 形 ， 
细 线 代表 其 重复 映像 . 在 这 个 正方 形 中 任何 地 
方 放 置 一 个 物体 ,都 在 离 物体 最 近 的 墙角 处 产生 
万 北 简 效应 ; 但 是 ， 一 个 新 的 因素 进入 了 画面 . 
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国 为 每 对 对 面 的 镜子 产生 了 -- 个 无 穷 的 正方 形 
格子 (每 个 正方 形 都 可 被 看 作 是 一 个 新 的 反射 正 
方形 ), 所 以 , 原来 的 万 花 简 图 案 一 遍 又 一 遍地 
重复 , 扩展 到 整个 平面 ， 其 结果 形成 了 由 正方 
形 组 成 的 平面 的 棋盘 花纹 ; 每 一 个 正方 形 一 个 
角 的 周围 都 由 原初 物体 的 镜像 加 以 “装饰 ”. 三 
面 构成 等 边 三 角形 的 镜子 也 可 得 到 类 似 的 效果 ， 
它 产 生 的 是 一 个 三 角形 的 棋盘 花纹 ， 

我 们 由 此 可 以 进一步 想象 一 个 由 镜子 组 成 
的 房间 一 一 其 天 花 板 、 浅 蕊 和 地 板 全 是 镜子 . 
这 样 一 个 房间 有 一 个 桌子 和 一 把 椅子 ， 它 们 全 
由 镜子 制 成 ; 位 于 纽约 州 布 法 罗 的 奥 尔 布 赖 特 ~ 
诺 克 斯 美术 馆 展 出 了 这 个 房间 . 它 实际 上 是 一 
件 艺 术 作品 , 由 生 于 希 腾 的 美国 艺术 家 卢 卡 斯 ， 萨 
马 拉 斯 ( 生 于 1936 年 ) 创作 . -— E EE RED, f 


.将 像 你 可 能 希望 的 那样 ， 非 常 近 地 看 一 看 无 穷 


Ж. 而 且 会 有 一 种 令 人 晕 眩 的 经 历 : 你 觉得 你 


图 19.4 
Bia]. 小 数字 表示 重复 反射 
的 顺序 . 
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19.5 反射 的 几何 学 定 
X: 直线 m 是 РРР 
分 线 . 


像 是 正 站 在 一 个 无 底 洞 的 边缘 ， 一 旦 你 一 步 不 
小 心 , 它 就 会 随时 把 你 知 下 . 

现存 我 们 用 一 种 几何 抽象 代替 实际 的 镜 
子 一 一 一 条 我 们 将 称 之 为 反射 轴 或 镜 轴 【也 使 
用 对 称 轴 一 词 ) 的 直线 m. 该 直线 十 的 “反射 ” 
将 意味 着 一 种 变换 ， 它 把 平面 中 的 每 一 个 点 P 
都 移动 到 P', 并 且 使 反射 轴 垂 直 平 分 线段 PP 
(图 19.5). 我 们 以 这 种 方式 ， 可 以 把 反射 看 成 
是 一 种 与 任何 光学 条 件 无 关 的 纯粹 几何 概念 . 
这 类 "数学 光学 "已 经 成 为 一 个 果实 累累 的 研究 
领域 ,并 且 产 生 了 很 多 优美 的 结果 全 在 以 后 的 
章节 中 ,我 们 将 采纳 这 种 观点 ， 


中 ”一 个 尚 来 解 块 的 有 趣 问 题 如 下 ; 恨 设 有 一 个 内 边 均 是 
“人 摊 镜 子 的 上 多 边 形 ， 那 么 我 们 能 够 从 放 在 正 多 边 形 里 按 任何 
位 置 的 光源 照 亮 整个 内 部 (即使 没有 镜子 也 会 这 样 ) 吗 ? 我 们 能 
够 对 任何 一 个 反射 多 边 形 一 一 不 管 是 不 是 凸 多 边 形 一 一 项 同 样 
的 事 吗 ?答案 好 像 是 “是 的 ” ,因为 被 反射 的 光线 像 台 球 在 台球 卓 
上 一 样 从 墙 上 反射 来 反射 去 , 似乎 能 够 到 达 密 边 形 的 每 -个 点 . 
BREAKER. 十 分 有 趣 的 是 : 如 果 使 用 任意 的 团 晤 线 
RESE, 我 们 已 经 知道 , 不 管内 部 光源 放 在 哪里 , 有 些 形状 
也 无 法 但 助 内 部 光源 完全 照 亮 . Ча Ан ВУ. USE T 
线 都 可 以 使 用 直线 线段 ( 即 -- 个 和 多边形 ) {ЕЖЕЛИ 有关 
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ЖУ. ASE C. Slanjey Ogilry 著 # 明 天 的 数学 ЧУ АЖИР ЖЫ Ж 


决 问题 》 Oxford University Press, New York, 1972, p.59. 


do R RS S ELT, 
Af RE Ае Аер Л 0. 


约翰 ARRA £ :歌德 


我 们 现在 开始 讨论 数学 在 艺术 中 最 优美 的 
应 用 之 一 一 一 研究 借助 一 种 艺术 图 案 的 无 限 重 
复 填充 平面 的 各 种 可 能 性 . 这 种 无 穷 模 式 从 有 
中 以 来 一 直 激 发 着 艺术 家 和 工匠 们 的 想象 力 ， 
而 且 为 穆斯林 精巧 的 抽象 艺术 提供 了 框架 . 就 
是 在 这 些 图 案 中 ， 几 何 学 与 艺术 的 相互 影响 达 
到 了 最 高 水 平 . 

我 们 在 前 面 已 经 看 到 ， 物 体 在 两 面 或 多 面 
镜子 中 的 重复 反射 产生 了 一 个 对 称 图 案 一 Bn 
使 该 物体 自身 不 具备 对 称 性 . 如 果 我 们 更 仔细 
地 研究 这 个 过 程 ， 我 们 发 现在 图 形 平面 中 发 生 
的 移动 或 变换 有 三 种 类 型 : 反射 、 旋转 和 平移 . 
正如 前 面 规定 的 那样 , 一 条 直线 m 上 的 反射 是 
一 种 把 每 一 个 点 Р 都 移 至 一 个 新 点 P', 并 且 使 
m 是 线段 如 "的 重 直 平分 线 的 变换 . 这 个 定义 
是 纯粹 几何 学 意义 上 的 定义 -一 - 它 不 依赖 于 实 
际 发 生 的 任何 光学 反射 . 男 外 丙种 变换 也 是 纯 


— 205 一 


粹 的 几何 学 定义 , 与 任何 “实际 ”问题 无 关 . F 
面 中 围绕 一 个 固定 点 0 的 旋转 (或 转动 ), 把 每 
一 个 点 P 都 移 位 至 一 个 新 点 P', 并 且 使 OP = 
OP'; 所 有 点 的 旋转 角度 都 一 样 (图 20.1). + 
移 沿 一 个 给 定 方 向 把 平面 上 每 一 个 点 Р 都 移 
动 一 个 固定 距离 d; 所 以 ,平面 的 所 有 点 都 发 生 
了 位 移 或 平移 ,而 且 位 移 或 平移 量 相 同 ,方向 也 
相同 (图 20.2). 


A a ° 
x eT 7t 
е; / 7 — ent 
图 20.1 Ж. Ё 202 TË. 


这 三 种 变换 是 研究 任何 图 形 的 对 称 元 案 所 
必需 的 基本 工具 . 对 称 元 素 或 对 称 运 演 使 一 个 


图 形 总 体 上 保持 恒定 (不 变 ) 一 一 尽管 其 某 个 部 Liss] 


分 可 能 会 重新 排序 . 例如 .一 个 等 边 三 角形 有 
六 个 对 称 元 素 : 三 条 平分 线 上 的 三 次 反射 和 围 
绕 着 这 三 条 平分 线 交 点 的 三 次 旋转 (每 次 旋转 
都 是 120°) (图 20.3). 这 三 种 运作 中 的 每 一 个 ， 
都 使 这 个 三 角形 总 体 上 保持 不 变 , 类 似 的 情况 
还 有 沿 一 条 直线 均匀 隔 开 的 电线 杆 阵 列 ， 这 种 
阵列 具有 平移 对 称 性 一 一 如 果 我 们 把 任何 一 个 
杆 平 移 到 其 相 邻 杆 的 位 置 。 那么 整个 阵列 保持 
T. 

理解 这 些 概念 的 最 好 方法 ， 是 在 一 张 透明 
的 纸 上 勾 曾 出 一 个 图 形 的 轮廓 ， 然 后 移动 这 张 


纸 ， 直 到 被 和 尺 面 的 图 形 与 原 图 形 重合 为 止 . 一 

个 等 边 汪 角形 有 六 种 不 同 的 方法 和 做 到 这 一 点 ， 

BIA 120° 铺 的 三 次 旋转 ， 以 及 这 张 纸 关于 角 平 

分 线 的 一 次 “翻转 ”, 相当 于 这 些 平分 线 上 的 

三 次 反射 . 这 三 种 运 演 中 的 每 一 种 都 产生 覆盖 

原来 图 形 的 勾画 图 形 . 电线 杆 阵列 也 在 按 需 要 

的 荆 和 方向 .平移 或 滑动 透明 纸 之 后 与 其 自己 
重合 . 

为 了 方便 起 见 ， 习 惯 上 还 规定 了 第 四 种 几 

何 运 作 , 即 滑动 反射 ;这 是 先 关 于 一 条 给 定 直线 

上 和 作 一 次 反射 ， 又 加 上 活着 那 条 直线 的 平移 后 

所 得 的 终极 结果 {图 20.4). 沙 礁 上 的 一 行星 迹 

11561 $R РАЕВА Ч. 

尽管 反射 和 旋转 满足 研究 诸如 一 灯 花 和 一 

片 叶子 之 类 的 单个 物体 的 需要 ， 然 而 在 分 析 无 

限 图 案 时 ， 我 们 需要 所 有 由 种 对 称 运 演 . 这 种 

记 限 图 案 在 艺术 各 科学 的 几乎 每 一 个 地 方 都 能 

够 找到 ; 古老 的 原始 艺术 的 馈 边 装饰 物 ， 以 及 

比较 近 民 的 壁 继 和 地 板 图 案 。 只 是 其 中 的 几 个 

11571 例子 正 是 在 这 些 无 限 图 案 的 分 析 中 ， 现 代 


Q; 网 十 提 到 的 四 种 对 称 运 演 (反射. 旋转., 平移 及 滑动 
BSD 有 “个 共有 的 重要 特性 : 保持 上 距离. ЕНШЕ P dno 
县 平 曾 中 的 企 柯 两 个 点 , 而 且 这 两 个 点 被 移 和 位 至 prin 0°. 那 
А PQ = P'Q'. 距离 保持 变换 称 为 等 距 (isomeuy. 来 产子 希腊 
语 的 isos = 相等 和 metron = BASE). F diis t Pu der BRE DL 
括 了 所 有 可 能 的 等 距 . CHER. GET ES Euri E -- 种 等 
BE. Bahn PL. ) 正 是 这 种 距离 保持 特性 才 使 等 距 在 研究 图 形 
移 对 称 中 如 此 重要 ; -种 对 称 运 注 使 一 个 图 形 保 持 不 变 , 因此 
ERTE RU Өз ded REL RE 
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图 20.3 -个 等 边 二 角形 
ng oxides ego x. 
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数学 一 一 尤其 是 被 称 为 群 论 ?" 的 一 个 代数 分 


m 
9 
ғ 


Й 


(D ж ДАН КЕЕ Еа т. 
念 是 在 1830 年 前 后 作为 纯粹 的 提 象 概念 提出 的 ， 它 已 在 数学 
和 料 党 的 几乎 每 个 分 支 以 及 艺术 中 找到 了 无 数 种 应 用 .在 附 
gr BLUE SEE TRES MS fe 


I I I I I 图 20.4 请 动 反射 . 


支 一 一 被 证 明 是 最 有 效 的 . 
所 各 无 | 及 图 案 中 最 简单 的 是 一 维 装饰 性 锚 
边 一 一 一 种 沿 着 一 条 无 限 的 带子 有 规律 地 重复 
出 现 的 单一 图 形 ，( 它 自身 可 能 是 二 维 的 ) "С. 
后 来 证 明 在 这 里 怡 好 有 七 种 可 能 的 不 同 对 称 类 
型 一 一 七 种 一 维 对 称 群 . 它们 在 表 3 中 列 出 . 
X3 七 种 一 维 对 称 群 


典型 图 案 对 称 元 素 
1. Ц 1 次 平移 
2. … NT 1A A 
3. e VYY e 1 次 平移 .1 条 垂直 反射 线 
4. ММММ - 1 次 平 称 ,1 次 " 半 转 ”' 
5. VAVA 1 条 垂直 反射 线 ,1 次 "学 转 " 
6. -— ВЕБЕ + 1 次 平移 ,1 条 水 平反 射线 
了 .…HHHH.… 3 次 反射 (| 次 水 平 的 ,2 IK SE EE RED 


* RUER тво. 

在 研究 这 个 表 时 , 重要 的 是 记 往 生成 图 形 的 实 
际 形状 与 分 类 无 关 , 只 有 它 的 对 称 元 素 { 即 图 形 
能 够 在 其 中 重复 并 且 不 改变 其 整体 图 案 的 不 同 
方法 ) 是 重要 的 . 例如 , 第 3 号 图 案 中 的 Y 可 用 


中 当 热 ， 大 们 可 以 想 测 更 薪 单 的 情况 一 一--. 维 “装饰 
线 ”", 其 中 生成 的 图 形 是 一 维 的 ,而 日 内 局 限于 这 条 线 . 这 种 图 
形 只 不 过 是 -- 保 有 向 线段 ,用 -- 个 稍 头 符号 表示 , 这 里 只 有 两 
种 对 称 形式 是 可 能 的 ， 要 看 两 个 相 邹 的 稍 头 是 指向 一 个 方 者 
M: EB el HAUS {图 20.5). 第 一 种 类 型 像 -- 个 在 -- 条 直线 
С [н] р ЕАН ЙА. ЕЗ по ЕРА; 第 二 种 类 型 大 
ñ: PS ГЕ ЛЕ) 2038 r. F НЕЕ ТЕВЕ НК 
Ts FE. 
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FH 20.5 : 维 装 饰 线 的 两 
Bp. 


— 210 一 


44у 
ҳу 


A Ж, о УЛ XE PRSE ҖИ Ер BT FH 
一 对 字母 b 和 d 取代， 生成 的 图 案 是 …bdbd…. 
在 任何 一 个 b ЕТ d 之 间 放 置 一 面 重 
直 的 镜子 ， 便 可 看 出 这 个 图 案 属 于 与 第 3 号 图 
案 相 同 的 对 称 群 ;这 一 点 以 及 沿 着 镶 边 的 平移 ， 
使 这 个 图 案 保 持 不 变 . 类 似 地 ，…bdpqbdpq…: 
属于 与 第 5 号 图 案 相 辣 的 群 当 它 在 置 于 b 
和 4 之 间 的 垂 线 上 反射 ， 或 者 当 它 被 上 下 转动 
ОЕ ТАЗЕ CRETE T. 

上 面 列 出 的 七 个 对 称 群 包括 了 装饰 一 条 无 
限 带 子 的 所 有 可 能 性 ,考虑 到 我 们 从 中 选 出 实际 
图 案 的 花样 是 不 受 限制 的 ,因此 这 一 事实 十 分 引 


Q^ 大 们 实际 上 能 租 通 过 这 些 运 注 的 反复 应 用 生成 整个 
BR. 所 以 , 对 于 图 案 …bdhg… 来 说 , Mob 开始 , RAER 
直线 上 反射 它 , 便 可 得 到 对 子 ba. 沿 着 这 条 带 平 秘 这 个 对 子 , 便 
可 获得 整个 图 案 . 类 似 地 ,图 案 ,…bdpqbdpq*… 也 可 通过 在 b 的 右 
边 放 一 面 垂 直 镜 子 的 方法 得 到 ,这 使 再 次 得 到 了 对 子 ba; 然后 
转动 这 个 对 子 及 其 假想 镜子 ,使 其 | 下 走 铀 ,旋转 中 心 位 于 9 的 
右边 : 这 便 产生 了 图 案 b ld. p lq. 这 个 过 程 可 以 被 无 限 重复 
下 去 ， 从 而 产生 整个 带子 . 

还 项 指出 的 是 ， 表 中 列 出 的 每 种 类 型 的 对 称 元 素 不 一 定 
是 唯一 的 . 出 如 3 号 图 案 也 可 以 用 两 次 反射 描述 ,一 次 在 每 个 
YY 的 平分 线 上 . 另 一 次 在 两 个 相 临 v PANEER FE. 这 两 
种 反射 产生 了 与 表 中 所 列 对 称 群 相同 的 对 称 群 ， 这 一 点 是 从 
附录 中 讨论 的 关于 两 次 反射 组合 的 定理 推导 出 来 的 . 


[1581 


| 1591 


人 注意 . 在 这 里 , 我 们 找到 了 我 们 选择 基本 图 案 
的 想象 力 所 具 有 的 自由 与 几何 学 定律 所 施加 的 
约束 之 间 非 常 诱 人 的 家 互 影响 . 可 能 正 是 这 种 
TH Rn] UTI E H- 冈 布 里 奇 在 # 秩 序 的 感觉 $》 0 
一 书 中 的 话 就 是 “ 药 束 的 挑战 ") ,， 才 使 装饰 带 
如 此 广泛 业 爱 到 人 们 的 喜爱 . 我 们 能 够 在 几乎 
一 个 地 域 的 和 民族 的 群体 ， 以 及 从 古 至 今 每 
个 时 代 的 手工 艺 品 中 ， 找 到 这 种 相互 影响 . 在 
伦 就 的 希 思 罗 地 铁 站 有 一 面 很 大 的 墙 ， 这 曾 墙 
展示 了 来 自 不 同时 代 和 文化 的 装饰 带 ; 当 大 们 
舒适 地 乘坐 连接 机 场 终点 站 与 附近 地 铁 站 
的 水 平 自动 扶梯 时 便 能 够 看 到 这 面 墙 . 这 是 对 
不 列 颠 博物 馆 里 等 待 参观 者 的 无 数 珍品 的 诱 人 


的 预展 ! 图 20.6 给 出 的 是 选 出 的 几 个 典型 的 
装饰 带 ， 每 种 对 称 群 有 一 个 ， 其 排列 顺序 与 表 
3 一 样 . 


当 我 们 从 一 维 装饰 带 转向 二 维 " 装 饰 平面 ” 
(其 中 最 常见 的 例子 是 无 休止 重复 的 各 种 壁纸 
花纹 或 地 板 图 案 ) 时 ， 对 称 可 能 性 的 数目 将 增 
加， 这 并 不 令 人 感到 意外 . 这 里 的 新 特征 是 存 
在 着 两 种 独立 的 平移 { 而 不 是 一 种 ) , 与 平面 的 
一 维 相对 应 . 图 20.7 说 明了 这 一 点 , 它 给 出 了 
装饰 平面 的 最 简单 的 方法 ， 而 且 整 个 图 案 是 通 
过 在 两 个 不 同 的 方向 上 平移 这 个 图 形 而 生 成 
的 . 这 个 基本 图 形 及 其 平移 所 占有 的 位 置 构成 
了 无 穷 晶 阁 一 一 整个 图 案 框架 一 一 的 顶点 . 这 
个 品格 由 无 限 多 个 全 等 的 平行 四 边 形 组 成 ， 每 


QA АЙ 215 所 脚注 . 


(d) ЭТИЛЕ X 


(e) PRZ ,16 世 纪 
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图 20.6 -ERMA L 
种 类 型 的 例子 ,根据 其 对 称 任 
排列 (HA 3). #ë fh PF10 A 
Peter S. Stevens Ж ИШЕ 
手册 : РАР НЕ E), 
MIT IB NE: 1981 年 出 版 . 
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e ° o» 5 o ТИЧА Оё HART 2 整 个 
` > `° ° 结构 像 晶 体 中 的 原子 的 晶 格 ,而 且 实 际 上 晶体 
° "学 使用 着 与 我 们 这 里 分 析 我 们 的 二 维 “ 装 饰 晶 
体 " 所 使 用 的 同样 的 数学 工具 . 
图 20.7 Tad PR Y 模 据 实际 经 验 ,人 们 早 就 知道 把 平面 灸 成 棋 
的 中 移 ， 盘 花 纹 的 对 称 类 型 是 有 限 的 ,但 是 这 个 事实 的 证 
明 是 在 1891 年 完成 的 . 俄罗斯 晶体 学 家 卫 . 
S- REEK ( 1853 - 1919) 当时 列 出 了 正好 十 七 
种 类 型 . 这 十 七 种 平面 的 对 称 群 包括 了 所 有 的 
可 能 性 ; 它们 类 似 于 一 维 带 的 七 种 对 称 群 2. 不 
同 对 称 群 的 数量 不 公有 限 , 而 且 真 的 如 此 少 ; 这 
一 事实 比 一 维 带 的 情况 更 值得 注意 . 只 有 使 用 
代数 学 (尤其 是 群 论 ) 的 先进 方法 才能 了 解 其 原因 . 


图 20.8 ”同一 个 品格 的 不 
B] dag. 


Q 晶 胞 的 选择 不 是 唯一 的 ; 可 以 选择 不 同 的 平行 四 边 
形 {或 者 是 非 平 行 四 边 形 形 状 }， 上 由 要 它们 不 包含 顶点 之 是 的 
任何 格 点 即 可 . (图 20.8 给 出 了 三 种 可 能 的 选择 . 1 正 是 这 种 
选择 基本 形状 的 自由 , 1А ТЕВЕ M C - 埃 舍 尔 作品 于 
样 使 用 艺术 家 选择 的 任意 国 案 锦 能 整个 平面 ， 

© 正 像 对 待 装 饰 带 那 样 ， 我 们 必须 注意 不 要 把 十 七 种 
对 称 群 与 艺术 图 案 本 身 无 限 多 种 类 型 混 汪 起 来 前 者 仅仅 是 
根据 图 案 和 的 对 称 元 率 的 一 种 分 类 .而 后 者 则 是 艺术 家 所 选 作 
为 其 装饰 方 染 的 实际 图 案 , 这 种 情况 有 点 像 化 学 一 一 只 有 өз 
种 自然 元 素 , 介 是 这 些 自 然 元 泰 可 构成 无 穷 多 种 化 合 物 . 此 外 . 
颜色 的 加 入 使 对 称 的 可 能 性 增 吉 许 多 入， 这 чр N 
图 案 这 个 简单 例 了 看 出 . MPRRERC (iX HANE PINE 
的 方 情 了 组 成 的 全 新 的 图 案 . 这 是 多 色 对 称 的 二 题 .这 主题 
Th LATEN Ө {ААК М ЯҢ E. 有关 这 个 主题 的 是 多 的 
技术 性 介绍 ,请 参阅 А.У рако ЖУ. А. Корык # СЕЕ 
E CFI RES - B. G.D. Archard FETTE ЖОКПУЗ НИ ҖИ 
Plenan Press 1874 ERR. 
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所 有 十 七 个 群 的 例子 都 可 从 古代 (特别 是 埃及 ) 
的 装饰 图 案 中 找到 ,这 一 点 因而 非常 惊人 . RT 
可 以 说 他 们 以 实验 方式 发 现 了 一 个 基本 的 数学 
事实 . 调 其 证 明 是 在 约 四 千年 后 完成 的 . ЖЖ 
& . УКУК (1885— 1955) 在 他 的 著作 4 对称 》? 中 
说 :“ 人 人 们 对 这 些 图 案 所 反映 出 的 几何 想象 力 和 
创造 性 的 深度 ,无 论 怎样 估计 也 不 会 过 分 . ……， 
装饰 品 艺 术 以 一 种 隐 售 形式 包含 了 我 们 所 知道 
的 高 等 数学 的 最 古老 的 样品 . ”图 20.9 给 出 了 
这 十 七 种 平面 对 称 群 每 种 各 一 个 实例 . 

在 擅长 装饰 艺术 的 众多 种 族 中 ， 没 有 哪个 
种 族 比 穆斯林 更 接近 完美 . 他 们 的 宗教 禁止 模 
仿 神 的 形象 -一 大 多 数 穆斯林 都 逐 字 遵守 这 个 
教 令 ， 因 此 他 们 把 其 艺术 天 才 用 于 创造 极其 美 
丽 的 抽象 几何 掌 图案. 在 伊斯兰 持 界 的 每 -个 
地 方 一 一 从 耶路撒冷 的 岩 顶 贺 顶 寺 到 格拉 纳 达 
的 阿尔 享 布 拉 宫 一 一 人 们 惊异 地 凝视 着 那些 用 
来 装饰 周围 几乎 每 祥 东 西 的 优美 而 复杂 的 装饰 
图 案 :覆盖 着 清真 寺 墙 壁 的 上 种 瓷砖 .上面 织 有 
虞 减 的 教徒 聚集 在 一 起 进行 每 白 祈 祷 场 景 的 巨 
大 的 手 织 和 东方 式 地 毯 ， 还 有 各 种 形状 和 大 小 的 
黄 铀 盘子 及 陶器 制品 . 装饰 着 这 种 富裕 气派 的 
花边 与 图 案 一 样 丰富 多 彩 , 从 各 种 花卉 主题 一 
其 中 的 花 叶 和 饰 是 最 常见 的 一 一 到 星星 和 多 边 形 
的 纯粹 几何 图 案 ， 所 有 这 些 以 一 种 复杂 的 方式 
交织 在 一 起 . ПН, 这些 图 案 是 以 鲜艳 的 颜色 
体现 的 ; 主要 的 颜色 有 蓝 色 和 人 金色 一 一 效 色 象 


П. Princeton Universily Press. Princeton . New Jersey. 7952. 
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WI JE. Copyright G 
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征 无 穷 大 ,金色 颂扬 着 安 拉 的 名 字 . 
所 有 伊斯兰 艺术 的 共同 主题 是 几何 上 的 规 
则 性 、 空 间 上 的 协调 性 、 周 期 上 的 重复 性 . {АНТ 
兰 教 的 中 心 教义 是 所 有 人 都 必须 谦卑 地 遵从 一 
个 万 能 的 上 帝 , 因 此 在 无 限 的 花样 中 找到 了 对 其 
辣 学 的 最 高 的 艺术 表达 形式 . 信徒 们 只 见 到 了 
其 整体 是 无 穷 大 的 图 案 的 一 个 有 限 的 部 分 ,这 使 
信徒 认识 到 在 上 帝 统 治 下 他 的 脆弱 与 不 重要 . 
` 1811 穆斯林 是 希腊 几何 学 的 勤奋 学 生 , 他 们 在 这 里 
从 艺术 角度 极 大 地 利用 了 他 们 的 六 人 的 数学 遗 
产 一 一 但 是 有 -- 点 不 同 : 希腊 人 害怕 无 穷 大 , T 
斯 林 则 为 之 感到 欢欣 鼓舞 , 并 且 把 它 提升 到 最 
高 的 美学 和 象征 水 平 . 实际 上 这 里 有 两 种 无 穷 
在 发 挥 作用 : 无 穷 大 , 其 象征 是 单个 装饰 图 案 的 
有 规律 的 重复 ,暗示 超越 其 物理 界限 直至 无 限 远 
的 连续 ; 以 及 无 穷 小 , 人 们 希望 使 用 后 来 成 为 重 
复 图 案 一 部 分 的 某 种 装饰 细节 填 满 哪怕 是 最 小 
的 空白 , 这 一 点 清楚 地 证 明了 无 穷 小 . 穆斯林 好 
像 青 怕 空白 , 他 们 用 害怕 空白 (honor vacui) 取代 
11631 了 希腊 人 的 害怕 无 穷 大 (horor infiniti) ©. 


Q ЖЫН В Е Corell University Press 出 版 的 
E.H.Gombrich Ж 秩序 的 感觉 : 装饰 性 艺术 的 心理 学 研究 》 一 
书 中 选择 了 短语 “害怕 空白 . BAEK” Согог vacui, amor 
infiniti") . Gombrich 原 话 如 下 : “促使 装饰 者 继续 填充 产生 的 任 
HEAREN. -RE E E é (homor vacui) , fik 
Mik HB 3: 3F mp TRAE. EEAS K (amor 
infinii) „ЕЁ Ж] 25 X 2 йй Ж, R — E AE IER L7 
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通过 敏锐 地 面 对 我 们 
АНЕ Ау, 并 
且 研 究 和 学 析 我 所 观察 到 
的 结果 .我 来 到 了 数学 工 
国 . 羡 管 我 在 这 门 严谨 学 笠 
中 绝对 没有 受到 过 培训 , 然 
而 我 与 数学 家 之 间 的 共同 
之 处 要 过 于 我 与 我 的 同行 
艺术 家 的 共同 之 处 . 
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Ж, ШАЯ УАТ К. 3 T 
ARARE HRE; э АЕ, 
行 越过 平静 的 海面 ， 向 着 总 在 后 进 的 
地 平 线 ; 采 性 经 过 的 波浪 ,倾听 它们 单 
ЗЕ Е; 梦 中 进入 无 意识 状 
РРА 


АШ 


一 一 毛里 英 ， 科 内 利 斯 碧 会 尔 
(1898 – 1972) © 


你 在 很 多 艺术 著作 中 找 不 到 他 的 名 字 ， 因 
为 他 基本 上 被 艺术 界 忽 视 了 . 他 的 画 没 有 装饰 
世界 大 博物 馆 的 墙壁 ， 因 为 他 不 喜欢 出 名 . 如 
果 你 希望 看 到 他 的 艺术 作品 ， 你 可 以 在 有 关 数 
学 或 物理 学 的 书 中 找到 ， 因 为 他 感到 与 科学 界 
的 关系 比 与 他 的 艺术 家 同伴 的 关系 更 为 密切 . 
他 一 生 中 绝 大 部 分 时 间 里 ， 只 有 很 少 的 人 知道 


D 本 章 的 所 有 引 语 均 是 埃 会 尔 所 述 . 这些 话 语 经 允许 摘自 
F.H.Bool, T. R. Kirsi. J. L. Locher 和 下 , еа Ж (M - C Ж 
АЕ BB fE de SEO Hany N. Abrams, Inc. ,1981) MB. Ernst 
FIM- C + ЯВУ У (Random House , Inc. ) 这 两 部 书 . 


他 ,但 是 在 他 生命 的 最 后 十 五 年 里 ,他 突然 间 出 
了 名 ,而 直到 他 去 世 之 后 ,他 的 创造 能 力 才 得 到 
AIA. 这 是 因为 ， 如 果 说 曾经 有 一 位 艺术 家 画 
出 子 我 们 周围 世界 的 数学 奇观 的 舌 ， 那 么 他 就 
iE PAAR RER. 
埃 舍 尔 1898 年 出 生 于 荷兰 的 昌 伐 登 ， 他 开 
AG RR Ti PUR E AE. 他 尤其 喜欢 地 中 海 庙 
旋 的 风景 . 而 且 他 那些 有 关 意 大 利和 西班牙 南 
部 小 城 和 港口 的 直 富 多 采 的 画 ,与 他 晚年 那 十 分 
复杂 的 画 形成 了 鲜明 的 对 照 . 这 些 早期 作品 十 
有 从 九 可 以 表明 , 埃 会 尔 选 择 风 景 画家 作为 职 
业 是 成 功 的 . 但 是 1936 年 夏天 对 格拉 纳 达 阿 尔 
享 布 拉 富 的 参观 . 彻底 转变 了 埃 舍 尔 的 艺术 兴 
趣 . 阿尔 享 布 拉 富 这 座 摩尔 人 统治 西班牙 时 期 
的 遗物 , 是 一 座 宏 伟 的 14 Hin E, E 
的 精美 几何 图 案 给 埃 舍 尔 留 下 了 深刻 的 印象 . 
(164) 埃 舍 尔 在 那里 花 了 整整 三 天 时 间 , 他 细致 地 研究 
了 种 种 基本 的 几何 图 案 , 并 且 复 制 了 一 些 供 以 后 
研究 . 他 所 看 到 的 东西 给 他 留 下 了 持久 的 印象 ; 
从 那 时 起 ， 他 的 作品 变 得 日 益 具 有 几何 学 特性 . 
很 多 年 以 后 ,他 在 回想 起 他 对 棋盘 花纹 镶 府 术 的 
着 迷 时 ， 认 为 这 种 着 迷 是 由 那 次 对 阿尔 享 布 拉 
请 的 参观 激发 的 :“ 它 是 我 曾经 发 握 过 的 最 丰富 
的 灵感 源泉 , 而 且 它 至 今 仍 未 干 润 .” 
很 多 数学 概念 在 埃 舍 尔 的 晚期 作品 中 发 挥 
着 作用 :无 穷 大 .相对 性、 反射 与 反 演 ,以 及 -个 
三 维 物 体 与 其 在 二 维 表面 上 的 绘图 之 间 的 关系 . 
最 重要 的 是 ,对 称 概念 从 其 最 广泛 的 意义 上 讲 ， 
是 他 作品 的 核心 . 所 有 四 种 对 称 运 演 都 在 这 里 
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TO H.A gx {ЕУ 
Жэ. Te SE P) ГЫ 
好 的 叮 能 方式 和 最 大 的 精 
换 必 ,清楚 地 捕 给 出 明确 的 
^u. 


T M, k CUR NE ER h $z 
的 东西 ;有些 人 宣称 的 神秘 
内 不 过 是 -种 有 总 无 意 的 
欺骗! 我 也 曾 开 过 很 多 花 
Fi, 而 呈 我 曾经 很 好 地 以 袖 
党 方式 表达 了 -- 些 概念 …… 
我 在 我 的 图 片上 正在 散 的 
“一切, 都 明 为 了 报告 我 的 发 
X. 
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开始 起 作用 ， 而 且 埃 舍 尔 还 加 上 了 第 五 种 对 称 
ied: 相似 性 . 这 连同 对 无 穷 庆 的 无 休止 的 强 
烈 爱 好 ,成 为 埃 爹 尔 作品 的 实质 

埃 会 尔 的 与 元 穷 大 有 关 的 作品 可 以 被 分 成 
IX. 

І. ЖЕЕ. 

2. 平面 的 规则 划分 ， 

3. &m. 
在 第 一 类 中 ， 埃 会 尔 通过 在 二 维 画 布 上 画 出 永 
恒 和 运动 这 个 使 现实 世界 中 一 代 代 发 明 家 和 空想 
家 感到 困惑 的 东西 ,表现 了 他 对 节奏 .规律 性 和 
周期 性 的 强烈 爱好 . 这 些 图 画 总 是 使 用 某 种 精 
妙 的 螺旋 图 案 或 者 是 隐藏 的 “秘诀 ”, 因此 它们 
体现 着 某 些 奇异 风格 ， 好 像 埃 舍 尔 喜欢 取笑 自 
然 规 律 一 样 . 用 他 自己 的 话说 :“ 我 禁不住 珊 笑 
我 们 所 有 不 动摇 的 必然 性 . 比如 说 ， 故 意 地 混 
清二 维和 三 维 、 平 面 和 空间 ,或 者 取笑 万 有 引 
力 , 是 一 种 极为 有 趣 的 事 . "我 们 已 经 看 到 他 如 
何 使 用 夷 比 乌 斯 带 的 拓扑 特 竹 fe — DA gp 
大 或 者 一 群 在 无 止境 的 循环 中 互相 追逐 的 大 蚂 
B. 在 《瀑布 ?8 (1961; 图 21.1) 中 ， 他 巧妙 地 改 
变 了 建筑 物 轮 廓 的 形状 ， 结 果 呈 现 给 我 们 一 种 
荒诞 的 情景 一 股 水 流 沿 着 一 条 封闭 的 环行 
道 无 止境 地 流 着 ， 当 水 流下 时 带动 一 个 轮子 转 
动 一 一 一 种 以 自身 能 量 为 能 源 的 机 器 . 在 《上 
升 的 和 下 降 的 ?》(1960; 图 21.2) 中 , 埃 合 尔 精心 


Ф 最近 几 年 出 版 子 研究 埃 舍 尔 作品 数学 特征 的 大 重文 
献 ,其 中 - 些 文 献 列 在 文献 自 录 中 . 


| 165] 


421.1 M: C- ж; 
Ggdp 1961). (M C. Escher 
Heir có Corin Ar- Baam 一 
Holland) 
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9212 мм-с. жас, 
šJ: TAS 30 FEEN? (2960) . 


СОН ЕТА 21. 1) 1167] 
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地 使 用 了 透视 画 法 规律 ， 画 出 一 队 息 上 楼 梯 的 IR E IR AEB ышк 
1661 E Es fbi- AIEEE ERA ИШТЕТ Т они знат. 
HEA ERNA: “ЖЕЙ, EA, 我们 往 上 扑 呀 BEARN ERRARE 
EY., ив нЕ ЬУ; Hry i M N ERA 
高 ， 十 分 使 人 厌倦 一 一 它 到 底 会 给 我 们 带 到 哪 ”相似 图 形 , 而 且 不 留 下 任何 
里 ?哪里 也 没有 去 ; 我 们 一 步 也 没 走 远 , 一 步 也 ER. 这 个 过 程 可 以 由 有 
" 限 的 几 个 系统 进行 到 光 穷 
第 二 类 一 一 平面 (在 有 些 情况 下 是 空间 ) 的 
规则 划分 一 已 经 成 为 埃 舍 尔 的 标志 . 无 休止 
地 重复 单一 的 基本 图 案 , 不 重合 也 不 留任 何 空 
白 的 可 能 性 ,向 他 提出 了 一 个 无 法 抗拒 的 挑战 ，; 
“ 它 仍然 是 一 个 极 有 吸引 力 的 活动 ,一 种 我 已 经 
上 瘤 的 真正 癖好 ,而且 我 有 时 发 现 很 难 使 自己 
离开 它 . ”但 是 与 他 从 中 受到 极 大 启发 的 伊 斯 
兰 图 案 不 同 的 是 ， 埃 会 尔 的 基本 图 案 很 少 是 抽 
象 的 :相反 ,它们 是 可 以 辨认 的 事物 一 “人 LS 
鱼 和 取 自 日 常生 活 的 无 生命 物体 . 埃 合 尔 在 下 
面 的 话 中 表达 了 他 对 纯粹 抽象 的 厌恶 : 


摩尔 人 是 使 用 全 等 图 形 填 充 一 个 
平面 的 大 师 :…,… FHEARA Ug 
£7. алпа UE ЖОР, 他们 
只 把 自己 局 限于 有 抽象 几何 形状 的 图 
See 我 发 现 这 种 限制 格外 信人 难以 
接受 . 正 是 我 自己 的 宰 式 成 分 的 可 大 uU 
JOH. ЖА Я ЛДК АО 25 38 АА, Ж. НИН 
停止 的 原因 . 面 倾注 烦恼 和 劳动 的 那些 
简单 的 小 平面 单 oc) 35 И 


、 , HOMEY, 仿佛 它们 在 控 
埃 舍 尔 以 县 体 的 、 可 辨认 的 物体 描绘 数学 制 着 我 的 手 的 运动 
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概念 的 能 力 , 可 能 是 他 最 大 的 天 赋 . 例如 ,我 们 
可 以 比较 一 下 图 21.3 和 21.4: 前 者 是 公元 前 6 


图 21.3 希腊 转 案 . 公元 
Brent. 经 允许 摘自 Peer y 
S-Sievensk 规则 图 案 手 册 : 二 
维 中 的 对 称 性 导论 》 (The 
MIT Press, 1981}. 


图 21.4 M-C- SR; 
《 珀 加 索 斯 》. 


世纪 的 希腊 抽象 图 案 ; 后 者 出 自 埃 舍 尔 之 手 ， 
这 两 幅 图 正好 属于 相同 的 对 称 群 一 一 两 幅 图 都 
允许 两 次 平移 :一 次 沿 着 每 一 行 , 另 一 次 横 跨 商 
fr. 希腊 图 案 尽管 从 美学 角度 讲 令 人 喜爱 ,但 
不 是 特别 有 趣 ; 而 埃 舍 尔 的 图 案 因 为 有 一 系列 
填充 整个 图 形 的 珀 加 索 斯 (希腊 神话 中 生 有 双 
X1 X. 一 一 译 者 注 ) 而 显得 生动 活 小. 更 仔 
细 地 观察 ， 我 们 发 现 每 一 匹 黔 色 的 珀 加 索 斯 周 
围 有 四 匹 相 同 的 白色 珀 加 索 斯 ,反之 亦 然 ! 事 实 


Т 这 是 第 n: 页 这 论 过 的 同一 个 群 . 它 是 所 有 十 七 种 
平西 对 称 群 中 最 简单 的 -- 个 . EELEE EROR pl. 本 章 谈 到 的 
其 他 群 按照 出 现 顺序 分 别称 为 pe , em, 和 p31m. 
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上 , ix š mj UT НЕР F£ В 2% B J IR E 
ЖЧ т КН e UT Ж Nr sk Ж 
是 在 黑色 背景 下 飞行 的 白色 珀 加 索 斯 , 这 说 明 
了 去 合 尔 喜爱 的 另 一 个 主题 一 一 对 惕 性 - 这 里 
是 通过 精心 使 用 对 称 原 理 而 得 到 的 对 偶 效 果 : 
WS UC £H 4B ЕНЖЕЛ (СЕ ДЕ НЕ GL ER Fe E E084 ) 

(1681 < [8] BJ %š E37 58 |a] iF |8) — FG ELI BI 5 bad 

只 是 颜色 相反 . 

直面 我 们 对 图 21.5 和 21.6 进 行 比较 . 它 


T1 
HR 


们 都 属于 相同 的 对 称 群 ， 由 沿 着 每 一 个 水 平 带 
的 一 次 平移 和 消 着 两 个 相 邻 垂直 带 边界 线 的 一 
次 滑动 反射 组 成 第 一 个 图 是 一 种 秘鲁 人 的 


中 这 个 群 还 可 以 描述 成 三 个 糙 分 重 自 带 之 间 边 界 直 线 
AROR ББ ЙТ. 


8215 ЖЕЖ. 经 允 
Й В Peter S. Stevens 14. 
则 图 案 手 册 : 二 维 中 的 村 称 
导论 ?1The MIT Press. 1981) . 


图 21.6 M: C: Bi x: 
CF ino ds p НИ 
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21.7 PH 21.8 € 21.1] 
Г Жї ЕЛЖ. 经 允许 
JÄ Fl Peter S. Stevenst FQ DH 
HETH: 一 维 中 的 对 称 导 
i (Те. MIT Preas, 1981). 


图 21.8 gri Er EE XE NL. 
$ ft YEAR ET Peter 5. Stevens 
ЮШДЕ Е. 二 维 中 的 
对 称 导论 》 (The МІТ Press, 
1981) . 


ASNAN 
МАДА 
ЧАДИД: 

й л.9 НЕВЖЕ, 19 dil 
纪 . 经 区 许 摘自 Peter S. 
Stevens HU] FEL E FHH 二 维 


lar sp Es S iS (The MIT 
Press. 1981] . 
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图 案 , 它 仍然 措 绘 出 一 种 抽象 的 基本 花纹 ,或 者 
说 几乎 是 抽 过 的， 如 果 有 人 把 框架 内 的 形状 解 
ЕВА ЗА agi. 让 我 们 看 一 看 埃 会 尔 用 同 
样 的 基本 模式 做 了 什么 : 他 在 该 图 案 中 填 人 了 
两 列 骑马 人 , 黑色 的 向 左 骑 , 白色 的 (正好 是 黑 
色 骑 马 人 的 镜像 ) HOW. 每 一 组 骑马 人 完全 
填充 了 对 面 的 各 组 马 之 间 的 空间 . 这 个 图 案 与 
埃 舍 尔 早 在 11 年 前 在 他 的 麦 比 乌 斯 带 图 片 4 骑 
HA (1946) 中 使 用 的 相同 ;这 一 次 他 只 把 它 叫 
做 《平面 的 规则 划分 且 》. 

在 巾 加 案 斯 和 骑马 人 图 案 中 ， 基 本 主题 自 
身 没 有 内 部 对 称 性 {这 不 是 为 奇 ,因为 我 们 看 到 
的 是 马 的 轮廓 ). 在 以 下 的 五 幅 图 中 , 其 基本 主 
题 有 一 种 双边 (反射 ) 对 称 性 , 这 把 这 些 图 案 划 
分 为 一 种 新 的 对 称 群 ， 这 个 群 包括 一 次 反射 和 
两 次 滑动 反射 ， 所 有 反射 都 是 借助 平行 的 垂直 
直线 进行 的 (图 21.7). 扁 于 这 个 群 的 图 案 非 常 
普遍 一 一 图 21.8, 21.9 30 21.10 分别 给 出 了 一 
种 基于 纹 章 基调 的 古代 了 疼 案 ,一 种 19 世纪 日 本 
图 案 和 一 种 来 自 阿 尔 享 布 拉 宫 的 图 案 . 最 后 ， 
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图 21.11 给 出 了 埃 会 尔 的 《平面 的 规则 划分 [》[170] 


中 的 一 部 分 , 这 是 他 为 他 1957 年 写成 的 一 部 有 
相同 名 称 的 书 设计 的 图 片 . 

在 以 前 的 图 案 中 ,起 作用 的 只 有 平移 .反射 
НЕ 575: 97. 如 果 我 们 加 上 旋转 ， 新 的 对 称 群 
便 可 形成 . 图 21.12 给 出 的 是 一 种 具有 典型 伊 
斯 兰 波 斯 建筑 特点 的 阿拉 怕 图 案 . 图 21.13 给 
出 了 其 对 称 元 素 ,其 中 的 细 线 表示 镜 线 ,小 三 角 
形 表 示 120? 旋 转 的 中 心 . 埃 舍 尔 根 据 这 个 图 案 


设计 了 他 最 美丽 的 图 片 中 的 一 张 ， 我 们 在 这 里 
把 它 绘 成 了 彩色 图 片 ( 见 第 192 ЕА Ш). 
在 十 七 种 平面 对 称 群 中 , 埃 舍 尔 的 著作 至 少 
代表 了 十 三 种 了 这 表明 他 肯定 深刻 而 本 能 地 掌 
提 了 数学 原理 . 然而 , 除 中 学 课程 之 外 ， 他 并 没有 
受过 正式 的 数学 方面 的 培训 . 他 自己 曾 这 样 说 : 


EE RUE dA ЖЕҢ з д. e 
分 数 . 有 趣 的 是 我 好 像 在 没有 认识 到 
发 生 了 什么 事情 的 情况 下 理解 了 数学 
理论 , 真 的 ， 我 在 学 校 期 间 是 一 个 相 
当 差 劲 的 学 生 . 请 想象 一 下 数学 家 现 
在 使 用 我 的 图 片 说 明 他 和 们 的 书 ! 设想 
我 陪 虱 着 所 有 这 些 博 学 的 人 们 ， 就 好 
15 3x 2€ 464] S X ICA Я — H. 我 
MORE Г е АЕ E A eil RU AE A 
事情 是 外 行 这 一 事实 . 


直到 1955 年 , 埃 会 尔 在 他 的 棋盘 花纹 灸 骨 
本 中 使 用 的 只 有 全 等 图 形 . 但 是 大 约 就 在 那个 
时 候 , 他 开发 了 一 种 接近 无 穷 大 的 新 方法 ,这 种 
方法 最 终 产生 了 他 最 伟大 的 杰作 中 的 一 些 作 咒 . 


D 埃 会 尔 的 很 多 图 片 使 用 -种 二 色 对 称 ， 如 图 21.6 所 
AR s ЖҮ ШЕННЕ ТИР ЕЛЕ, 但 是 垂直 滑动 反射 使 骑马 人 人 的 颜 
色 倒 了 过 来 ， 这 个 事实 使 我 们 根据 十 七 种 平面 对 称 内 划分 埃 舍 
尔 作品 的 方法 多 少 有 些 困难 . (从 严格 的 单 色 对 称 角 度 讲台 有 
形状 保持 不 变 , 在 他 的 凶 色 图 片 ,如 搬 图 团 中 ,这 种 分 类 变 得 和 
加 复杂 . 有 关 这 个 主题 更 详细 的 讨论 . 见 Caroline Н. MacGillavry 
RAM Се ЛАУА (Нагу N. Abrams, New York, 1976) . 


n d 
NN 


图 21.10 来 自 西班牙 格拉 
# i 85 FE] ЛЕ ТЕ fn {т ЁК B 
Ж. 经 允许 摘自 Per 5. 
Stevens ИШ ЭЕ = Jp: ; ` Е 
中 的 寺 称 导论 》 (The MIT 
Press, 1981). 


E 21.11 McC IE 
^: 平面 的 规则 划分 |》 
11957). 
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id 21.12 А. 绎 
ДОРЕ I Peter S. Stevens 
В ГАБ: 一 维 中 的 
AIR Fie) Che MIT Press. 
1941). 
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B 21.13. 图 21.12 和 撒 
ШШ ЕЛЖ. ДИ 
Ж ОН Peier S. 5 Stevensé M 
WARTH .… 维 中 的 对 
称 导论 》 (The MIT Press. 
1981). 


— 226 — 


我 们 不 知道 是 什么 带 来 了 这 种 变化 ; 可 能 是 他 
感觉 到 他 在 以 前 的 棋盘 花纹 刹 说 术 (或 者 他 喜 
欢 叫 的 那 种 平面 的 规则 划分 } 中 已 经 达到 了 图 
满 的 成 功 ， 而 且 在 这 一 领域 无 法 再 取得 更 大 的 
成 功 . 或 者 是 他 对 棋盘 花纹 灸 悉 术 表达 无 穷 大 
真正 意义 的 能 力 不 满 意 . 他 在 1959 年 发 表 的 
一 篇 文章 中 写 到 ; 


在 周期 性 表面 划分 中 得 到 了 计 
Д ?当然 不 是 无 穷 大 ,但 是 肯定 是 
无 穷 大 的 一 个 片断 ,“ 疏 行动 物 宇宙 ” 
的 一 部 分 . 这 个 曲面 上 的 形状 相互 哆 
合 , 如 果 该 曲面 的 尺寸 无 穷 大 ,那么 它 
上 面 能 够 显示 出 无 穷 多 个 这 种 形状 ， 
从 是 ,我们 不 是 在 玩 一 个 智力 游戏 :我 
们 意识 到 生活 在 一 个 物质 的 三 维 现 实 
中 ,所 以 要 生成 一 个 在 所 有 方向 上 都 
无 穷 伸展 的 平面 是 不 大 可 能 的 . 


埃 舍 尔 解 决 这 个 问题 的 方法 是 在 四 个 康 有 的 对 
称 运 演 中 加 入 了 第 五 个 对 称 运 演 : 相似 性 . 通过 
放宽 一 个 图 形 应 该 保持 其 形状 和 尺寸 这 一 要 求 ， 
而 只 坚持 形状 不 变 , 那么 有 可 能 在 没有 实际 到 达 
无 穷 大 的 情况 下 , 表达 无 穷 大 的 纪 微 迹象 . 这 就 
是 出 后 在 埃 售 尔 作品 中 占 主 导 地 位 的 源 理 . 
这 些 “ 极 眼疾 片 " 中 的 第 一 个 是 《 越 来 越 小 
1) (1956), 如 第 193 页 插图 了 所 示 . 我 们 看 到 
一 连 串 的 息 行 动物 的 旋 流 ， 所 有 这 些 让 行动 物 
都 有 正好 相同 的 形状 (允许 进行 镜像 反 转 ), Ж 
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而 当 我 们 接近 中 心 时 ， 这 些 谍 行动 物 的 尺寸 逐 
AU. 事实 上 ， 埃 舍 尔 使 他 的 想 行 动物 尽 二 
遵循 几何 级 数 1, 1/2, 1/4, 178, ,他 用 来 说 明 
这 幅 图 片 的 格子 清楚 地 表明 了 这 一 点 【图 
24.14). 所以， 中心 就 变 成 了 这 样 一 个 点 :“ 在 
这 个 点 上 可 以 到 达 无 穷 多 和 无 穷 小 的 极限 ”. 
但 是 他 并 不 十 分 满意 这 个 结果 ,因为 “从 外 部 向 
中 心 的 不 断 缩 小 "没有 表达 他 “对 完整 无 缺 的 无 
穷 大 符号 的 渴望 ”他 所 追求 的 是 一 种 “从 中 
心 阿 外 部 的 不 断 缩小 ” ,而 且 他 从 加 拿 大 数学 家 
H:S- M- 考 克 斯 特 的 一 本 书 的 插图 中 找到 了 
这 种 方法 . 考 克 斯 特 的 插图 (图 21. 15) 与 享 利 . Ж 
加 芋 的 非 欧 几何 学 模型 有 关 ( 见 第 168 页 ) ; 然 
而 ， 埃 舍 尔 并 不 怎么 关心 它 在 理论 上 的 重要 意 
义 , 但 他 却 立 刻 认识 到 了 它 的 美学 潜力 : 


我 试图 从 中 找到 一 种 方法 ， 可 以 
使 填充 平面 的 基本 图 案由 一 个 圆 的 中 
心 向 边 缔 逐渐 六 小 ， 这 些 基 本 图 案 在 
ip k Lat aR НЕ. 他 [EE 
斯 特 ] RERA Ё) 
对 我 毫 无 用 处 ,但 是 这 幅 图 通 可 能 会 


8 21.14 M- C: eps; 
(BRE Bb) Fs T 


21.15 4 yu HE ME 61) 18 
图 ， # John Wiley and Sons. 
bloc. ЯРА H:S- ME 
AWOLE FCH 
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图 21.1I6 M: C; 
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Ж а 
СИА Т 301958). 


帮助 我 产生 一 种 平面 划分 方法 ， 这 有 
望 成 为 我 的 一 系列 平面 划分 方法 的 一 
个 全 新 的 变种 ,平面 的 园 形 规则 划分 
( 遥 辑 上 讲 在 所 有 边 上 均 由 无 穷 小 形 
Bib) Eft AGES ES ES 


他 又 作弄 人 似 地 补充 说 :“ 同 时 我 还 产生 一 种 感 
觉 , 我 正在 远离 对 "公众 " 来 说 是 一 种 "成功 " 的 工 
ТЕ, 但 是 当 这 类 问题 是 如 此 深 深 地 圾 引荐 我 , 以 致 
了 我 天 法 置之不理 的 时 候 ， 我 又 能 做 些 什 么 呢 ?” 


从 考 克 斯 特 的 插图 中 ， 演化 出 埃 舍 尔 最 成 
功 的 图 片 中 的 四 种 ;他 简单 地 把 它们 称 为 “图 的 
极限 ”. 在 第 一 种 图 片 《 圆 的 极限 I) (1958; 图 
21.16) P, 埃 合 尔 使 用 交替 出 现 的 黑色 和 白色 


Эа, REMAS SEES PEE. (172) 


移动 . 但 是 ,相同 颜色 的 鱼 总 是 头 与 头 相连 或 
者 尾 与 尾 相连 这 个 事实 ， 留 下 很 多 可 望 期 待 的 
东西 ,因为 用 埃 舍 尔 的 话说 “每 一 行 中 既 没 有 连 
ЖИ, 没有 "交通 流动 ' ， 也 没有 颜色 的 统一 "， 
他 在 其 极限 图 片 中 最 著名 的 一 幅 一 一 《加 的 极 
ВШЭ (1959, 第 194 页 插图 V) 中 改正 了 这 些 缺 
点 . 这 是 埃 舍 尔 本 人 对 这 由 作品 的 描述; 


мын > F l a 


Жб, KK A Саа Ш) Ф, 
Сот) "rad de К ар ЛК. 
我 们 现在 及 有 "直通 ”系列 ,而且 , 属于 
一 个 系列 的 所 有 鱼 都 有 相同 的 颜色 ,并 
ELEH- 4 — xx] 3 — 35895 E RA 
BN S aB aka. 离 中 心 越 近 , CTE 
FAR. 为 了 使 每 一 行 部 与 其 周围 形 
成 完全 的 对 比 , FEARG. 当 所 有 
ix Ex Po S 49 B LS ues d es 
Ж, кА й ЖЯ AGATUR IE 3 B F ле] 
它 射 出 的 地 方 时 ,没有 性 何 单个 的 成 中 
31508. 因为 边界 是 “绝对 的 虚无 ”， 
然而 , 如 果 没 有 其 周 国 的 空虚 , iE AM ISI 
形 的 世界 也 不 会 看 在. 这 不 仅仅 是 因 
为 "内 部 "的 先决 条 件 是 “外 部 " ,而且 还 
因为 正 是 在 这 个 “虚无 ”的 外 部 , 建立 
起 这 个 框架 的 弧 的 中 心 点 以 几何 的 精 
确 性 被 确定 在 那里 . 


其 他 任何 人 能 够 如 此 简洁 地 表达 庞 加 莱 模 型 的 
[173 SC ERU 2 ® 


D ЖЕТАТА E rB 6538 I), 然而 考 
克 拓 特 的 答复 令 他 困 感 不 解 :“ 我 收 到 一 封 来 自考 克 斯 特 的 
关于 我 送 给 他 的 彩色 鱼 画 的 满腔 热情 的 信 , 他 花 了 三 页 解释 
我 实际 做 了 些 御 么 …… 十 分 可 惜 的 是 我 什么 也 不 慌 ， 绝对 经 
毫 不 理解 这 些 解释 ……” 考 克 斯 特 曾经 请 埃 合 尔 听 他 的 一 个 
关 寺 非 欧 见 何 学 的 讲演 .并且 相信 他 能 够 请 上 这 个 话题 . 然 
di. Ern BU ЯЕ ЯН Вр. ЈА RRA HB 
ИЕМИН н. 
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121217 M- C же. 
CE qz 98S IL }(1958). 


关于 地 的 图 片 《旋涡 》 
(1957) ;我 设计 了 一 种 只 使 
用 鱼 的 平面 划分 方法 , 在 黑 
色 螺 线 上 “ 称 动 ”的 鱼 “ 朝 
向 ”中 心 1 象 证 着 死亡 或 临 
$£1. m —54 £ 6 09 fa A Ia] 
= "ERI" #4) (Ж 
Sr, ^E). 有 吸引 力 而 且 同 
时 也 难 做 的 事情 是 鱼 的 图 
形 向 无 穷 远 的 缩小 . 外 边 的 
鱼 将 有 约 五 英尺 长 . 我 试图 
一 直 地 减 小 其 尺寸 , HIE 
们 成 为 约 半 英寸 长 的 小 点 
为 止 . 

{ 埃 合 尔 关于 他 接受 一 面 以 
XK MI] т 2s ЭЕ Rb bJ X S ПШ 
任务 之 后 所 作 的 评论 .)》 
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还 应 该 讲 一 讲 “极限 图 片 ”的 另外 一 个 系 
列 一 一 建立 在 对 数 螺 线 基础 之 上 的 系列 . 我 们 
在 前 面 已 经 看 到 ,这 种 螺 线 的 一 个 奇特 的 性 质 ， 
就 是 它 的 每 一 段 都 在 形状 上 与 其 他 任何 一 段 相 
做 { 见 第 104 页 }. 难怪 埃 会 尔 在 对 数 螺 线 中 找 


Кы», ЖС - 


到 了 一 种 能 够 表达 他 的 想法 的 最 合适 的 基本 图 
Ж. 在 《生命 之 路 [[》(1958; 图 21.17) 中 , 他 使 
用 了 四 种 交织 在 一 起 的 螺 线 ， 灰 色 和 白色 的 鱼 
沿 着 这 个 螺 线 向 内 和 向 人 类 移动 ; 经 过 更 仔细 的 
观察 ,我 们 发 现 向 内 移动 的 鱼 全 都 是 灰色 的 ,而 
向 外 移动 的 鱼 全 都 是 白色 的 . 当然 ， 这 里 还 有 
一 个 隐 合 的 象征 意 文 ， 从 中 心 移动 出 的 白 鱼 代 ral 
表 出 生 和 成 长 ， 当 它们 到 达 边 缘 时 其 颜色 变 成 
了 灰色 ,而 且 它 们 下 沉 回 到 它们 出 现 过 的 中 心 :， 


从而 完成 生命 与 死亡 的 循环 . 
同一 种 想法 在 # 旋 祸 ?》(1957, BL 195 页 插图 
刀 ) 中 得 到 了 完美 的 表达 ITUR IX IRE HA S 
尔 所 有 作品 中 最 美的 一 幅 . 两 组 互相 平行 的 螺 
线 系 从 上 部 中 心 发 出 ， 并 且 在 无 数 多 次 旋转 之 
后 在 男 片 中 央 蛮 得 斌 大 ， 然 后 它们 再 次 逐渐 缩 
^^. 直到 它们 到 达 下 部 中 心 为 止 . 红色 的 鱼 利 
放 色 的 鱼 沿 着 这 两 条 螺 线 平静 地 游 动 一 一 红色 
的 鱼 来 自 下 部 中 心 并 且 向 上 部 中 心 移动 ， 厌 色 
的 鱼 则 游 向 相反 的 方向 . 整 幅 图 可 以 围绕 其 中 
心 转动 180? 一 一 颠倒 过 来 看 这 幅 图 .仅仅 把 红 
色 的 香 转 换 成 灰色 的 并 且 方 向 相反 . (甚至 埃 
舍 尔 的 签名 也 出 现 了 两 次 一 一 一 次 在 右 下 角 ， 
一 次 头 尾 倒置 后 出 现在 左上 角 . ) 这 里 以 一 种 
最 精湛 的 方法 把 埃 舍 尔 的 大 多 数 想 法 体现 了 出 
[1751 来 一 一 他 对 无 穷 太 的 强烈 爱好 ， 因 为 两 个 中 心 
JG 5138 Vt ,因此 我 们 的 鱼 永 远 也 无 法 到 达 ; 他 对 
棋盘 花纹 镶 府 术 、 全 等 和 相似 性 的 毕生 的 着 迷 
(每 条 红色 的 鱼 不 仅 在 灰 危 鱼 中 有 一个 确切 的 
对 应 鱼 ， 而 且 这 些 鱼 完整 地 填充 了 螺 线 周 周 和 
螺 线 之 间 的 空间 ) ;还 有 他 在 描绘 运动 .变化 . 周 
期 和 节奏 方面 的 出 色 才能 . 乌 得 勒 支 市 委托 埃 
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Ё 21.18 Jes- Р. 
CH SLE) (1947) hast 
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Эст СМ): 我 在 使 用 
一 种 新 的 印 相 技术 , 这 种 技 
术 基 于 一 个 非常 有 趣 的 二 
信和 旋转 点 系统 , 这 种 方法 难 
АЙЕ ЕЕЕ, 但 是 我 的 散 
壬 是 根据 我 划分 的 机 块 (或 
许 是 三 块 1， 只 做 出 它们 必 
须 填 充 在 一 起 的 表面 的 一 
半 ; 另外 一 半 则 在 把 这 些 横 
块 旋 转 190p 以 后 通过 其 重 
复 产 生 . ВНЕ 
理解 CESHERKMO 创作 这 
种 图 画 需 要 多 人 么 引 人 人 人 胜 
ЗЕ ШЕ. 


H21.19 M-C- жеж. 
GEHE 1955) . 
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会 尔 在 一 座 城市 公墓 的 墙壁 上 使 用 同一 个 图 案 
作画 ， 这 一 点 可 能 具有 象征 意义 . 他 本 人 完成 
了 这 面 直径 为 3.7 米 的 壁画 . [176] 
GET EW EGER Т ЛЕ БЕН Sul TE $r 
学 训练 的 艺术 家 的 数学 洞察 力 . 在 这 方面 ， 埃 
舍 尔 与 另 一 位 尽管 生活 早 他 两 个 世纪 而 且 在 一 
个 完全 不 同 的 媒体 上 创作 的 艺术 家 很 相似 ， 这 
个 人 与 埃 合 尔 有 着 相似 的 数学 直觉 ， 他 就 是 约 
$8 - EEEE- 巴赫 (1685 - 1750). 这 两 位 
艺术 家 都 看 不 起 公众 ， 而 且 二 大都 是 在 去 世 之 
后 才 得 到 全 面 认可 . 最 重要 的 是 , 他 们 二 人 对 模 
式 、 节 奏 和 规则 性 都 具有 一 种 敏锐 的 辨别 力 一 一 


| 
1 ‚ SN 


[177] 


i RSi 关于 他 的 《 越 来 越 小 》 
巴赫 涉及 时 间 上 的 规则 性 ， 埃 合 尔 涉及 空间 上 rum сажал 


的 规则 性 . 尽管 二 人 从 不 承认 这 一 点 《或 者 甚 。 解释 那 杠 盘 状 图 画 { 直 来 上 
至 没有 意识 到 这 一 点 ) , 伯 他 们 都 是 最 高 层次 上 小 } NAE 
的 实验 数学 家 0. 巴赫 的 音乐 和 埃 会 尔 的 绘画 et 
界 的 美 不 太 敏感 ,这 一 点 日 
BWE. 大 多 数 人 就 是 不 
BREL PUR Rx LL 


Hi21.20 M: C: ве, 
《立体 空间 的 划分 311952) . 


Q ХОТ SERI R 55 ЖЕ eI — p 
调整 良好 的 音阶 实际 上 是 以 一 个 对 称 群 为 基础 的 . 由 于 巴赫 
的 努力 , 它 已 成 为 西方 音乐 的 标准 音阶 {因为 这 个 音阶 的 所 
有 十 二 个 总 从 音乐 角 厦 讲 是 等 效 的 ， 所 以 一 首 在 任何 一 个 边 
上 演 关 的 旋律 在 称 调 到 其 他 任何 键 时 都 会 保持 不 变 . ERR 
常 在 他 的 作品 中 明确 地 使 用 对 称 原 理 ; 最 著名 的 例子 可 能 是 
《音乐 礼物 ? 01747. 图 21.18) 中 的 “% 88 E inn, 其 中 的 旋律 
也 是 它 自己 的 六 向 运动 的 伴奏 一 -在 时 间 方 面 ， 每 一 个 正好 
是 另 一 个 的 镜像 . ik aj RU SERER 《骑马 人 人》 在 音乐 上 
的 等 价 物 . 其 中 的 主题 和 背景 在 空间 方面 互相 自 倒 . SEFER 
曲 是 Douglas R. Hofstadier 的 《可 德尔 Een Б: КАН 
fm) BTE) (Basic Books, New York ,1979} 一 书 的 开场 主题 ， 
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ROBES. 我 村 由 所 有 这 
些 事 情 避 来 的 与 数学 家 们 
的 联系 和 友谊 感到 非常 恰 
tk. 他 们 常常 带 给 我 许多 新 
(3x. 我 们 之 癌 其 至 存在 
着 - -种 相 开 作用 . 那些 博学 
їй ЕЙ] t IE B £ 
2, Ei m qu] 
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在 我 们 的 时 代 变 成 了 各 种 大 众 艺 术 形 式 中 最 受 
欢迎 的 主题 一 一 巴赫 的 旋律 转化 成 了 从 “流行 ” 
和 摇 深 音乐 到 计算 机 创作 与 合成 声音 的 所 有 形 
式 , 而 埃 舍 尔 的 基本 图 案 被 用 来 绘制 T 恤 宵 、 广 
告 以 及 录音 带 和 书 的 封面 ， 这 一 点 可 能 不 是 任 
何 巧 合 . 他 们 二 人 是 否 会 欢迎 这 种 狂热 还 值得 
怀疑 ,但 是 在 当今 的 太空 旅行 和 计算 机 时 代 , 西 
位 伟人 以 自己 的 方式 把 艺术 和 科学 两 条 路 线 统 
一 在 了 一 起 ， 这 可 能 是 两 位 伟人 的 最 具 决 定性 
的 贡献 . [178] 


在 世界 的 无 限 旷 野 里 ， 
在 其 无 边 的 空间 中 ， 
连 不 断 增长 的 想象 力也 狐 陪 不 决 . 
— 3838 - Mo - dX 
(1792 — 1822) 


12 世纪 在 欧洲 中 部 出 现 了 一 个 称 为 “ 喀 巴 
拉 ” 派 的 犹太 教 嵌 诚信 徒 的 神秘 运动 . 这 些 人 
相信 上 帝 的 超凡 把 他 们 带 到 了 Ein Sof ”无穷 
Ж”). 根据 “Kabbalab"”( 希 伯 莱 语 ; “传统 ") , 上 
帝 只 是 通过 其 美德 和 行为 ， 而 从 不 直接 通过 他 
自己 给 大 们 以 启示 ;经 文中 多 次 提 到 上 帝 ,只 不 
过 是 对 上 帝 显现 的 引 哈 . 喀 巴 拉 信 秆 在 追求 精 
神 满 足 时 , 追求 的 是 一 条 通 向 上 帝 精 神 之 路 -一 一 
如 果 说 不 是 上 帝 自身 的 话 . 他 们 通过 由 Ein Sof 
发 出 的 十 个 sepbin FMRE: “WE”, HE 
“ 细 上 日 ") 组 成 的 系统 得 到 了 上 帝 的 精神 ,这 个 系 
统 变 成 了 隐藏 的 上 帝 的 符号 (图 22.1). 上 面 的 


T ынан. 一 一 译 者 广 
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图 22.1 Ein Sof( ^ X; 穷 
X") 发 出 的 喀 巴 拉 教 派 的 
十 个 sephirot. 上 面 的 文字 
BRAMER. 经 作者 允许 摘 
El Z'ev ben Shimon Halevi 著 
{РЕ Ж. pieni 
Ж (1979). James Russel 
iam. 


无 穷 大 和 不 可 分 对 超越 了 
我 们 有 限 的 理解 力 ; 前 者 因 
为 巨大 ,后 者 因为 太 小 ; 48 
象 - -下 它们 结合 起 来 会 是 
АЕТ. 

iv P| ms - {ш Я) Ж 
11564 — 1642) 

CI TELE HE rhe 
维 亚 提 的 叙述 . 
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ЮЕ Ein Sof 最 近 , 称 为 “王冠 "; 其 次 是 “ 智 
E CERD ЯЕ", 等 等 , 向 下 直到 最 低 的 
阶层 “王国 ”, 按照 喀 巴 拉 信 徒 的 说 法 ， 人们 只 
有 通过 这 十 个 sephirot 才能 接近 上 帝 的 精神 ;或 
许 我 们 能 够 在 这 里 找到 一 种 对 极限 的 数学 观念 
的 巧妙 说 明 , 上 帝 的 精神 是 一 个 无 穷 级 数 ， 我 
们 只 能 接近 它 的 和 ， 但 永远 也 得 不 到 它 . 喀 巴 
拉 信 徒 以 各 种 各 样 的 几何 形式 描述 他 们 的 
sephirot, "ing 22.1. 这 个 系统 的 复杂 性 逐渐 增 


加 ， 因 为 后 人 增加 了 新 的 解释 . 喀 巴 拉 教 派 逐 
淅 传 沉 了 欧洲 ,并且 在 1492 年 犹太 人 被 从 西 班 
下 驱逐 以 前 在 这 个 国家 达到 了 顶峰 . 以 后 它 移 
{Б “ЖИНИНЕ. 并 且 在 那里 演化 成 了 现代 


的 喻 希 德 派 运 动 . 


犹太 教 从 不 尊崇 抽象 符号 ， 和 更 不 用 说 物质 
制品 了 , 然而 , CAUTE Ein Sof 中 发 现 了 一 种 表 


[179] 


11801 


示 其 对 上 帝 精 神 渴 望 的 符号 方法 上 这 种 渴望 
当然 是 所 有 宗教 所 共有 的 . 伊斯兰 教 的 中 心 观 
点 是 相信 和 统治 宇宙 的 .上 帝 是 全 能 的 . 它 以 称 斯 
林 所 擅长 的 精美 复杂 的 几何 图 案 表现 了 其 宗教 
渴望 . 东方 的 宗教 ， 印 度 教 和 佛教 则 尊崇 另 一 
种 无 穷 大 一 一 永恒 ， 即 信和 刷 灵 魂 在 无 穷 循环 中 
Brie pe (o EE 

但 是 意 无 疑问 ， 正 是 基督 教 给 出 了 无 穷 大 
概念 最 明显 的 表现 形式 , 死 而 复生 的 主题 对 基 
督 教 信仰 非常 重要 . 它 在 大 教堂 ， 哥 特 式 教堂 
以 及 后 来 的 欧洲 巴 罗 克 教 党 中 找到 了 最 终 的 表 
现形 式 . 教堂 曾经 是 祈祷 和 与 世 册 绝 的 地 方 ， 
后 来 它 逐 渐 演 变 成 了 颂扬 上 帝 荣 粮 的 巨大 圣 坛 . 
为 了 面 对 这 项 任务 ， 哥 特 式 建筑 师 规划 并 建成 
了 巨大 的 . 令 人 人 歼 加 的 建筑 物 ,信徒 们 在 其 中 将 
会 感觉 到 神力 的 存在 . 圣 坛 的 来 访 者 在 这 些 高 
大 建筑 物 前 显得 很 矮小 ， 他 不 是 一 次 而 是 两 次 
被 征服 :首先 是 从 外 边 ,被 它们 陡峭 的 高 度 所 征 
HE; 其 次 是 从 内 部 ， 被 其 内 部 的 广阔 空间 所 征 
BE. 哥 特 式 大 教堂 那 高 答 信 云 的 高 度 ,还 有 “ 手 
指 静 静 地 指向 天 空 的 塔 尖 "{ 引 自 威廉 - ERE 
斯 4 远足 》) 给 人 一 种 整个 建筑 物 违 背 万 有 引力 
定律 ， 把 自身 从 扎 在 土 中 的 基础 中 提起 来 商 飞 
何 无 穷 大 的 幻觉 . 而 且 ， 光 线 上 暗淡 的 教堂 内 部 


(FEE TERRA Zn dal". Bl OR АЕ Е RE ID 
GB SE CHR vara fasi Со) КМ Lab A А ЖК, 这 个 
i 3p E xk ЧЕ ЯСА IH СБ Фе ЕТ"), mn C fb deno 
和 人 i 他 将 是 "1 合成 的 ,表示 上 帝 的 永恒 存在 


ЕТА ЕЕЕ, [ПНЕ 
жа кА... Hj kuk ra 
—— W E2999 - ЖР 
"qma (p685— 1750). 的 
бвр Йй) 
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КН БЕРЕ, p 
正在 主 宝 着 世界 . 上帝 将 永 
远 直 家 着 这 个 世界 . 
一 一 摘自 拿 出 * 麻 相 五 经 》 
时 朗诵 的 祈祷 
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从 不 同和 角度 透射 着 从 距离 地 面 很 高 的 窗口 进 人 
的 光束 ， 使 来 访 者 看 到 了 上 帝 创 造 的 天 地 万 物 
HER. 

AHB BODRAAES K BJ 3038489 RRA 
长 感 的 愿望 ， 在 巴 畴 克 风 格 流行 时 期 达到 了 顶 
峰 . 这 个 新 时 代 的 标志 是 哥 白 尼 . 仰 利 略 . 开 普 
勒 和 牛顿 等 的 伟大 发 现 , 它 预 示 着 世界 (物质 的 
和 精神 的 ) HOUSED NE. 地 球 不 再 是 宇宙 的 
中 心 , 它 只 是 无 限 宇宙 中 的 一 个 小 点 ;人 们 被 宗 
教 信条 长 期 束缚 的 头脑 得 到 了 解放 ， 可 以 自由 
自在 地 寻找 新 的 、 未 得 到 探测 的 领域 . 所 有 这 
些 都 使 无 穷 大 取得 了 胜利 . 曾 被 排斥 在 科学 之 
外 , ЖН ЕЛЕ АДЕ В “жй” 进行 围攻 的 
无 穷 大 成 了 一 个 新 时 代 的 主题 . — Jr iB je Xs 
大 , 另 一 方面 是 无 穷 小 (无限 小 ) ,二 者 相 结 合 
示 着 对 我 们 址 界 的 新 的 、 动 态 的 概念 一 -与 希 
腊 人 的 静态 的 、 有限 的 宇宙 正好 相反 . 二 者 完 
全 不 艺 盾 ， 这 两 种 无 穷 实际 上 以 一 种 最 有 效 的 
方法 形成 合力 . 新 创立 的 微 积分 以 无 限 小 为 基 
石 ， 使 物理 学 家 能 够 解释 最 大 范围 上 的 地 球 和 
天 文 事件 一 一 从 潮 沙 现象 到 行星 的 运动 . 它 与 
牛顿 的 万 有 引力 定律 相 结 合 ， 产 生 了 一 个 宏大 
的 .统一 的 宇宙 概念 ,这 种 概念 基于 数学 推理 而 
Tie TIE Bn . 

新 的 世界 观 的 意义 非常 深远 ， 大 大 超越 了 
科学 的 范围 . 美术 、 建 筑 和 音乐 都 以 一 种 前 所 
未 有 的 规模 得 到 了 扩展 . 艺术 珍宝 如 今 已 不 再 
局 限于 富 人 的 沙龙 ， 中 产 阶级 也 可 以 接近 它们 
了 ， 所 以 需要 更 大 的 大 厅 容 纳 它 们 . 宏伟 的 哥 
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特 式 教堂 除了 完成 其 宗教 功能 之 外 ， 还 成 了 艺 
ЖЕКИРЕ, тА арх та НАЕ 
THRHR. 著名 的 伦敦 建筑 师 克 里 斯 托 旨 + 
雷 因 爵士 在 牛顿 发 现 微 积分 学 之 后 不 到 十 年 ， 
于 1675 年 开始 了 他 的 杰作 一 一 圣保罗 大 教堂 的 工 
ТЕ. 并且 在 微 积 分 学 首次 发 表 的 启 一 年 一 一 1711 
年 完成 ， 这 很 难说 是 一 种 巧合 . (牛顿 的 《 自 
然 哲 学 之 数学 原理 》 一 书 也 是 在 这 期 间 于 1687 
年 出 版 的 ， 他 在 该 书 中 说 明了 他 的 万 有 引力 定 
Ф.) 这 座 不 朽 的 建筑 中 的 每 一 样 东西 一 一 从 
其 宏伟 的 圆 项 到 其 内 部 的 庞大 空间 一 一 都 是 从 
建筑 学 角度 对 新 宇宙 的 赞颂 ， 

音乐 方面 也 是 一 样 ， 这 个 新 时 代 标 志 着 一 
种 新 风格 的 开始 . 管弦 乐队 的 规模 和 音域 都 得 
到 极 大 扩展 . 音乐 演出 曾经 是 富 人 的 特权 ， 现 
在 也 对 大 众 开放 ， 大 众 可 以 充分 地 享受 音乐 演 
出 . 我 们 可 以 尽情 想象 一 下 享 德尔 的 《水 上 音 
乐 了 或 他 的 《皇家 焰火 音乐 》 对 沿 泰晤士 河 聚 集 
的 伦敦 群众 所 产生 的 效果 ;在 他 们 面前 ,一 个 大 
型 的 管弦 乐队 乘 甬 船 漂 流 而 下 ， 在 空气 中 充满 
了 从 未 听 到 过 的 宏 亮 悦耳 的 声音 ,乐队 后 面 是 
HRR, 焰火 照 亮 了 了 天空， 其 丰富 场面 令 人 
MER. 巴 罗 克 时 期 以 其 雄伟 的 风格 ， 成 为 证 典 
音乐 和 后 来 的 浪漫 主义 音乐 的 先驱 ， 最 后 在 柏 
过 兹 、 玩 格 纳 和 马 勒 的 大 量 作品 中 达到 了 顶峰 ， 
HE. 马 勒 的 《第 八 交响 曲 》(1906), 或 称 
CF А.Ш) WEEK, ЖОШ ЕЛУ А р Ж 
者 、 一 个 二 重合 唱 队 和 一 个 大 型 管弦 乐队 一 - 
加 在 一 起 是 仅仅 一 个 世纪 之 前 莫扎特 合奏 组 的 


UCAR Y. AAKT: 
但 是 地 球 永 远 继续 存在 ， 
— 08 51:4 
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十 倍 . 
在 19 世纪 末 ,无 穷 大 最 终 从 强加 于 它 身 上 
地 球 存在 了 十 亿 多 年 . 关于 “的 “丽人 怖 之 物 ” 形象 中 解放 出 来 , 并 且 在 适合 于 
$m oo RER: F- 其 崇高 意义 的 宏大 规模 上 庆祝 自己 的 胜利 . 但 
一 摘自 阿尔 伯 竺 . 爱 因 ”是 历史 中 没有 什么 东西 保持 不 变 , 在 我 们 现在 
aED FARRER KEFEN HNE, R 
将 会 看 到 20 世纪 已 经 以 不 止 一 种 方式 证 明 这 个 
胜利 正在 减弱 ， 而 且 有 限 宇宙 论 将 会 复活 一 一 尽 
管 其 复活 的 方式 古 希 腊 人 和 和 牛顿 的 世界 都 没有 

预见 到 . [182] 
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第 四 篇 ”宇宙 学 的 无 穷 大 


天 文学 的 历史 就 是 边界 不 断后 退 
的 历史 . 
一 一 埃 德 温 * 7-33 (1889—1953) 


两 眼 盯 着 无 穷 远 的 人 类 (f 
РЖ вно, 
19 世纪 ) . 


一 内 — N A d 8 + 
满 天 都 是 小 星星 . 
挂 在 天 上 放 光 明 ， 
好 像 许 多 小 眼 晴 . 
一 一 一 首 流行 儿歌 


从 有 记载 的 历史 开始 ,人 类 就 已 经 在 观察 
头顶 上 的 天 空 ， 对 天 空 的 神秘 惊叹 不 已 , 对 像 
小 宝石 一 样 镶 庆 在 郊 帘 中 的 无 数 颗 星 星 感到 
好 奇 . 那些 星星 是 由 什么 组 成 的 ? 它们 有 多 
远 ? 它们 为 我 们 提 殿 了 和 什么 信息 ? 诸如 此 类 的 
问题 ,是 由 人 类 对 宏伟 壮观 的 天 她 方 物 的 敬 
ЕЭ, 这 是 创建 有 关 天 空 的 科学 一 一 天 文 
学 的 第 一 步 , 骨 在 研究 我 们 能 够 想到 的 最 远 
物体 的 天 文学 ,是 第 一 个 成 为 现代 意义 上 的 成 
熟 科学 的 知识 门类 ， 这 个 事实 很 有 些 悖 论 味 
道 . 与 此 形成 对 比 的 是 地 质 学 或 生物 学 一 一 两 
门 研究 我 们 的 星球 及 其 居民 的 学 科 一 一 它们 是 
在 过 去 几 个 世纪 才 作 为 真正 的 科学 出 现 的 . 似乎 
一 种 秘密 高 我 们 越 远 ， 我 们 解 开 它 的 欲望 就 越 
强烈 ! 
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在 人 类 对 宇宙 的 思索 中 起 主导 作用 的 问题 
Ж: 这 个 宇宙 是 有 限 的 还 是 无 限 的 ? 它 有 边界 
吗 ? 如 果 有 的 话 , 它 有 多 远 ? 或 者 它 是 无 边界 
的 ,在 任何 一 个 方向 上 都 可 以 永远 扩展 ?这 两 种 
可 能 性 中 的 任何 一 种 ， 都 提出 好 像 对 我 们 最 基 
本 的 空间 和 时 间 概 念 形成 挑战 的 严重 问题 . 如 
果 宇 宙 有 一 个 边界 ， 那 么 这 个 边界 之 外 是 什么 
Bg? 什么 也 没有 的 空间 ? 虚无 ? 如 果 我 们 沿 一 个 
给 定 方 向 走 得 足够 远 ,我 们 将 到 达 一 个 点 ,在 这 
个 点 之 外 什么 都 不 存在 ， 甚 至 空间 自身 也 不 存 
在 一 一 这 种 情况 实在 难以 想象 . 但 是 同样 令 人 
不 安 的 是 无 限 宇宙 的 思想 : 认为 宇宙 在 空间 和 
时 间 上 无 限 扩展 . 这 种 字 宙 对 人 类 会 有 什么 重 
村 意义 呢 ? 难道 这 不 是 剥夺 了 人 类 在 上 帝 的 创 
造物 中 所 处 的 中 心 作用 了 吗 ? (无 可 否认, 这 种 
中 心 作用 是 自封 的 . ) 

大 文学 的 整个 历史 就 是 这 两 种 对 立 观 点 之 
间 无 休止 斗争 的 历史 . 给 出 的 答案 和 提出 的 
“模型 "由 于 受到 科学 态度 甚至 当时 流行 的 宗教 
信条 的 影响 ， 而 在 一 个 极端 和 另 一 个 极端 之 间 
来 加 变化. 而 且 正如 我 们 将 要 看 到 的 那样 ， 这 
个 奥秘 至 今 依然 未 被 揭 开 . 

天 文学 早 在 公元 前 两 千年 ,就 在 巴比伦 . 埃 
及 .印度 .中国 和 中 美洲 莫 勃 发 展 . 已 经 发 现 了 
一 些 巴 比 伦 人 在 上 上 面 用 模 形 文字 记录 对 太阳 、 
Hs. 日 月 食 和 对 当时 已 知 的 五 颗 行 星 的 详细 
观察 结果 的 陶 片 . 1E EA Tü EE A IR dS PER G 
天 文学 规则 建造 了 神殿 . 在 上 埃及 的 凯 尔 泰克 
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{ 底 比 斯 ) 有 一 座 著 名 的 太阳 神 (Amon - Ка) 
Kz, 它 的 设计 十 分 巧妙 : 它 的 办 殿 每 年 一 次 一 一 只 
在 夏至 那 一 天 被 太阴 照 亮 , 而 其 他 时 间 内 都 外 
在 一 片 黑暗 之 中 . 这 个 事件 尽管 是 十 分 惊人 
的 ,但 它 的 意义 却 远 远大 于 其 天 文学 起 因 ， 因 
为 它 正 好 与 埃及 所 款 以 存在 的 尼 轩 河 每 年 一 
次 的 河水 上 涨 相 巧 侣 . 总 之 ， 古 人 擅长 于 计时 
艺术 , 而 且 人 人 们 不 可 能 不 为 巴比伦 人 和 玛雅 人 
历法 的 精确 程度 感到 惊异 . 诚然 ， 他 们 在 天 文 
学 上 的 兴趣 既 受 宗教 和 神话 信仰 的 驱动 , 也 受 
实际 需要 〈 例 如 用 于 农业 目的 的 季节 预测 ) 的 
驱动 ; 但 是 , 不 管 出 自 什么 原因 ， 言 人 都 是 对 
天 空 的 敏锐 的 观察 者 , 而 且 是 一 流 的 天 文学 实 
RE. 
然而 , 正 是 希腊 人 把 天 文学 从 一 种 实用 技 
艺 转变 为 一 门 理性 学 科 ， 一 门 科学 . 在 这 一 方 
面 , 他 们 遵循 的 是 与 他 们 在 数学 领域 建立 起 来 
的 相同 的 传统 -一 -坚持 每 种 理论 都 必须 由 一 
种 合理 的 论证 提供 支持 . 希腊 人 最 先 探究 世界 
的 物质 特性 , 而 且 他 们 借助 他 们 通过 观察 得 到 
的 证 据 , 为 其 探究 提供 支持 . ШУК, ДЕА ВЕ 
对 与 整个 宇宙 有 关 的 问题 感 兴趣 , 也 对 天 文学 
更 世俗 的 特性 感 兴趣 ， 所 以 从 这 个 意义 上 讲 ， 
希腊 人 应 该 被 认为 建立 了 宇宙 论 科学 . 
希腊 人 最 早 的 宇宙 模型 仍然 很 原始 ， 因 为 
它们 更 多 地 基于 神话 信仰 ， 而 不是 可 车 的 证 
T. 米利 都 的 泰勒 斯 (大 约 公元 前 624 - 548) 是 
BREE (现在 的 土耳其 西部 ) 早期 的 哲学 家 
(185) 之 一 ,他 把 地 球 想象 成 一 个 漂浮 在 浩 潮 海 洋 中 
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А, ИШЕ ЛЕРМЕН ӘН КА, 这 
与 他 的 信仰 相 一 致 一 一 他 相信 水 构成 了 组 成 其 
他 任何 东西 的 “基质 ”. 各 种 天 体 一 一 太阳 、 月 
ER ,行星 以 及 恒星 一 一 都 在 这 个 大 气 层 中 漂浮 ， 
显然 位 于 地 球 之 上 一 个 固定 的 距离 ,每 24 小 时 
绕 地 球 转动 一 千 . xx 83 а — T HUBS B HERD, 
对 泰勒 斯 这 样 一 位 在 他 那个 时 代 的 伟大 人 物 来 
说 更 是 如 此 ;他 通晓 数学 ,而 且 据 说 曾 预 测 到 了 
公元 前 585 ££ 5 A 28 日 的 那 次 日 全 食 ; 那 次 日 
全 食 出 现时 昌 底 亚 { 在 小 亚细亚 ?和 波斯 两 国 军 
队 正 在 进行 一 场 激 下 的 战斗 . 参战 两 军 被 突然 
降临 的 黑暗 吓 得 非常 厉害 ， 以 致 于 他 们 放下 手 
中 的 武器 当场 签订 了 一 项 和 平 条 约 ， 

阿 那 克 西 曼 德 { 约 公元 前 610 ~ 546) 是 泰勒 
斯 的 学 生 , 他 用 圆 篇 代 兰 耳 盘 形 地 球 ,从 而 改进 
了 泰勒 斯 模型 ;更 重要 的 是 ,他 认为 天 体 在 一 些 
不 同 的 “党 层 ” 中 运动 , 所 以 把 它们 放 在 了 距 她 
球 远近 不 同 的 距离 上 . 这 是 一 项 重要 的 创新 . 
但 十 分 奇怪 的 是 ， 他 在 确定 挤 星 和 月 球 的 距离 
时 ， 把 恒星 放 在 距 地 球 更 近 的 位 置 上 . WER 
# { 即 由 于 月 球 移动 而 使 一 颗 月 球 后 面 的 恒星 
偶尔 消失 ) 应 该 提醒 他 在 这 一 点 上 有 误 . 但 是 
可 能 出 于 某 种 郑 因 ， 他 对 这 种 简单 的 证 据 置 之 
不 理 . 

те (ВТА КЕНЕ СЕВ Е ВОЗИ, 
HR) 在 希腊 人 此 后 提出 的 所 有 宇宙 模型 中 都 成 
了 一 个 恒久 的 固定 成 分 ， 只 有 细节 有 所 不 同 . 
而 且 以 后 的 所 有 天 文学 家 大 部 分 都 全 神 贯 注 于 
这 种 系统 机 制 的 细节 . 主要 问题 是 说 明 观 察 到 
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的 复杂 的 行星 运动 ， 尤 其 是 它们 偶尔 出 现 的 递 
行 . (在 道行 期 间 , 行星 似乎 是 自 东 向 西 移动 ， 
而 不 是 通常 的 和 白 西 向 东 称 动 . ) 为 了 说 明 这 种 
复杂 现象 ,人 们 提出 了 越 来 越 多 的 壳 层 ,这 在 亚 
里 士 多 德 ( 公 元 前 384 - 322) 的 模型 中 达到 了 栅 
点 ; 他 的 模型 有 至 少 56 个 天 球 , 全 部 都 由 最 外 
而 的 “ 神 的 天 球 ” 推动 其 运动 . 希腊 人 是 不 是 真 
的 相信 这 些 天 球 的 实际 存在 ， 或 者 是 不 是 把 天 
球 模型 仅仅 作为 用 于 解释 观察 到 的 行星 运动 的 
简便 方法 ( 正 像 玻 尔 的 原子 模型 那样 , 玻 尔 模型 
也 基于 壳 层 观念 ， 它 解释 的 是 观察 到 的 氨 的 光 
谱 线 ) ,这 一 点 还 很 难说 . 重要 的 事实 是 : 希腊 
大 第 一 次 提出 了 宇宙 的 图 景 ,尽管 还 很 粗糙 ,但 
是 却 和 解释 了 他 们 当时 已 知 的 天 文 事实 . 

使 我 们 感到 天 真 的 不 是 壳 层 模型 ， 而 是 古 
人 对 他 们 感知 到 的 世界 太 小 的 各 种 过 低 佑 计 . 
阿 那 克 西 曼 德 的 地 球 从 直布罗陀 的 地 中 海 西 端 
扩展 到 印度 洋 海 岸 , 它 横 跨 了 当时 已 知 的 世界 ， 
这 一 点 毫 不 令 人 感到 意外 . 关于 天 体 的 尺寸 ， 
希腊 人 的 估计 值 差别 很 大 , 赫 拉 克 里 特 (292. 
元 前 540 — 475) 把 太阳 想象 成 一 个 直径 为 一 英 
尺 的 炽热 辑 肯 {这 甚至 在 当时 也 是 一 个 荡 雇 的 
数字 ) ,而 仅仅 两 个 世纪 之 后 ,阿里 斯 塔 克 ( 约 公 
元 前 320 – 250) 就 把 这 个 数字 扩大 到 地 球 直径 
的 约 七 倍 ， 或 者 说 约 为 50 000 英里 ， 这 仍然 离 
真实 的 值 相差 十 六 倍 . 更 天 真 的 是 希腊 人 对 宇 
BADAI. 恩 培 多 克 勒 { 约 公元 前 490- 
430) 推算 包 衰 字 宙 的 水 晶 天 球 的 直径 是 地 球 至 
月 亮 距离 的 三 锐 ， 而 后 来 的 希腊 哲学 家 统统 避 
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免 佑 计 进 界 的 极限 . 他 们 这 样 做 是 对 的 ， 因 为 
即使 是 希腊 人 最 大 胆 的 推测 ， 也 没有 预测 到 宇 
宙 究 竟 有 老大 . 

观察 证 据 应 该 是 任何 科学 理论 的 基础 ， 从 
这 个 意义 上 讲 ， 我 们 必须 就 这 种 严重 低估 的 数 
字 对 和 希腊 人 给 予 至 少 某 种 上 应 有 的 评价 . 希腊 人 
很 了 解 视差 现象 一 一 当 我 们 改变 我 们 的 位 置 时 
一 个 物体 方位 的 明显 改变 ， 而 且 这 种 现象 在 他 
们 的 推理 中 起 着 关键 性 作用 . 5AA., HR 
行星 以 一 种 规则 的 、 可 预测 的 方式 改变 它们 的 
位 置 时 ， 在 恒星 的 位 置 方面 好 像 没有 发 生 任 何 
变化 (这 当然 是 它们 被 称 为 “恒星 ”的 原因 ). JL 
于 年 以 来 ， 这 些 恒 量 在 其 星座 中 的 位 置 几乎 没 
有 什么 变化 ,因而 给 古人 一 种 恒定 的 特征 ,他们 
需要 这 种 特征 以 便 安心 对 待 他 们 在 变化 着 的 世 
界 中 的 存在 . 两 种 方法 可 以 解释 为 什么 缺乏 任 
何 可 观察 到 的 视差 : 假设 地 球 是 静止 的 而 且 位 
于 有 限 字 宙 的 中 心 ;或 者 假设 恒星 太 肌 远 ,而 由 
地 球 运 动 引起 的 任何 视差 都 将 因 太 小 而 无 法 用 
我 们 的 眼睛 觉察 到 . 希腊 人 选择 了 第 一 种 解释 . 
在 他 们 有 限 的 头脑 中 ,设想 一 个 尘 潮 的 宇宙 (地 
球 在 这 个 宇宙 中 将 会 缩小 为 一 个 无 足 轻 重 的 
A) 是 不 可 思议 的 ， 这 使 我 们 再 次 想到 了 他 们 
DICEREM. 而 且 对 于 所 有 的 实际 目的 
而 言 ， 地 球 的 确 好 像 被 静止 地 固定 在 苍 窒 的 中 
心 ， 黄 至 不 受 能 驶 显现 其 运动 的 哪怕 最 轻微 振 
动 的 干扰 . 因此 希腊 人 认可 了 两 种 可 能 性 之 中 
更 容易 而 且 更 合适 的 一 种 : 永远 被 画 定 在 有 限 


宇宙 中 心 的 静止 不 动 的 地 球 ， 而 有 限 宇宙 的 边 (sz) 


界 则 是 恒星 的 水 晶 天 球 . 

对 于 这 种 令 人 从 快 的 世界 图 景 BARTA 
听 到 一 些 不 同 声音 . 作为 原子 论 学 派 创始 人 的 
德 度 克利 特 ( 约 公元 前 470- 380) 曾 经 推测 银河 
可 能 是 一 个 由 小 星星 组 成 的 巨大 星团 ， 而 不 是 
由 对 现在 肉眼 前 的 漫 射 光 组 成 的 连续 带 . 这 当 
然 非常 符合 其 原子 论 基本 原理 : 字 宙 中 的 每 一 
样 东西 都 是 由 大 量 无 法 分 割 的 微小 原子 组 成 的 . 
然而 它 的 意义 远 远 不 止 这 些 ， 因 为 如 果 银 河 由 
无 数 宇 星 组 成 ,那么 其 距离 也 可 能 非常 先 远 ;这 
立刻 能 够 解释 为 什么 肉眼 无 法 分 辨 出 构成 它 的 
星体 . 亚 里 土 多 德 甚 诗 更 直率 : 他 宣称 “地球 的 
体积 与 其 周转 的 整个 世界 相 比 极其 微小 ”. 还 
有 一 种 意见 提出 了 所 有 观点 中 最 大 胆 的 一 种 ， 
位 于 宇宙 中 心 的 是 太阳 而 不 是 地 球 . 这 是 萨摩 
斯 的 阿里 斯 塔 克 ( 约 公 元 前 320- 250) 的 意见 ， 
他 把 恒星 不 存在 可 观察 到 的 视差 .作为 宇宙 是 
TÉ S889 .实际 上 是 无 穷 大 这 一 现象 的 证 据 ,他 的 
解释 完全 正确 . 但 是 正 像 人 类 历史 上 经 常 发 生 
的 那样 ， 他 的 观念 提出 得 太 早 ， 和 希腊 人 的 头脑 
恰恰 不 能 把 宇宙 理解 为 无 穷 大 ， 因 为 这 个 观点 
把 地 球 从 宇宙 的 中 心 位 置 排除 出 去 了 . 发 现 日 
心 (太阳 中 心 ) 说 的 荣誉 因而 只 好 留待 哥 白 尼 来 
接受 . 

WA, 希腊 天 文学 家 并 未 把 他 们 的 注意 力 
仅仅 局 限 在 宇宙 学 推测 上 . 在 更 接近 自己 家 园 
的 事情 上 ， 他 们 得 到 了 一 些 意义 非常 重大 的 发 
Ж. 他 们 首先 认识 到 地 球 是 球形 的 ， 并 且 第 一 
次 实际 测量 了 它 的 大 小 . 埃 拉 托 色 尼 对 地 球 周 
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Kmnumiigus3 m. EAA 240 年 完成 了 
这 一 壮举 ， 其 精度 与 实际 值 相差 不 到 100 英里 . 
很 显然 ,他 的 同胞 并 不 喜欢 这 个 值 ( 约 24 900 Ж 
HB. 因为 这 意味 着 地 球 比 他 们 已 知 的 要 大 得 
£. 但 是 , 一 旦 地 球 的 真实 大 小 为 人 们 所 接受 ， 
这 个 尺寸 就 成 了 一 个 借以 表示 天 文学 距离 的 衡 
量 标准 . 例如 ， 阿 里 斯 塔 克 通 过 观察 全 食 期 间 
地 球 投射 到 月 球 上 的 影子 ， 算 册 地 球 与 月 亮 之 
间 的 距离 约 为 和 0 个 地 球 直径 . 后 来 由 希 帕 怡 
斯 ( 约 公元 前 190 120) 把 这 个 值 修改 为 3 个 
地 球 直径 ， 非 常 接近 其 实际 值 . 希 帆 恰 斯 在 他 
的 计算 中 运用 了 三 角 学 (字面 意思 :“ 关 于 三 个 
fü . 即 一 个 三 角形 的 测量 ”") 这 一 新 学 科 , 这 个 学 
科 由 他 本 人 创立 ,而且 给 希腊 天 文学 家 提供 了 
一 种 估算 天 文学 距离 的 宝贵 工具 . 历史 学 家 斯 
JH#| Le 要 基 说 :“ 三 角 学 这 门 学 科 在 某 种 意 
义 上 是 望远镜 的 前 身 . 它 把 通 远 的 物体 带 到 了 
测量 范围 之 内 ， 而 且 首 次 使 人 类 以 一 种 定量 方 
式 深 入 到 通 远 的 太空 成 为 可 能 。 其 结果 是 当时 
已 为 人 们 接受 的 宇宙 结构 观点 必须 进行 重大 修 
pros 

但 是 , 这 种 “ 重大 修改 ”还 得 等 待 一 段 时 
间 确切 地 说 是 1 500 年. 在 公元 2 忆 纪 ,天 
文学 家 和 地 理学 家 克 劳 迪 捷 斯 ， 托 勒 密 在 他 的 
不 朽 巨 著 《 至 大 论 》 中 , 按照 当时 人 们 接受 的 方 
式 , 总 结 了 希腊 人 的 世界 图 景 ,这 是 一 部 可 以 与 


OO 《物理 学 的 关联 》，The University of Chicago Press, 
1966. 
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FOL. 得 4 几何 原本 》 相 比 的 三 :三 卷 天 文学 知识 
汇编 ". 这 个 疆界 图 景 很 简单 : 永久 地 固定 在 
有 限 宇 宙 中 心 的 地 球 ， 其 周围 是 由 恒星 组 成 的 
TE. 托 勒 密 以 地 球 为 中 心 的 有 限 宇 宙 将 成 为 
此 后 上 五 个 志 纪 中 欧洲 天 文学 的 坚实 基础 . 而 
且 , 它 成 了 罗马 天 主教 教会 的 官方 宜 言 ,所 有 信 
徒 都 必须 毫 不 含糊 地 加 以 遵循 . ME 
任何 背离 都 被 认为 是 异端 m HEIDE Y n 
的 迹象 都 被 无 情 地 镇 庄 下 去 . 共 后 果 对 科学 的 
出 现 是 一 种 摧残 . 欧洲 由 此 进入 黑暗 时 代 . 


T 下 如 四 百年 前 的 欧 才 里 得 一 样 ， 大 们 很 少 知道 托 勒 
Wr. REEDE RENERE. {他 与 五 百年 前 统治 埃及 
АЕ Ж ЕТУ И TERI ЭЕ Ж. ) WAAMA EE EDLA 
代 的 知识 中 心 }, 而 且 他 们 都 在 那里 的 写 著作 . 与 欧 几 里 得 的 
《几何 原本 》( 也 是 十 三 卷 } 一 样 ,至 太 沦 } 不 包括 托 勒 密 自 己 
的 恬 现 .出 是 他 的 前 人 的 天 文学 观察 与 理论 汇编 , 包括 根据 希 
帕 恰 斯 的 著作 对 约 1000 颗 星 体 的 分 类 . 在 这 个 分 类 表 中 . dC 
PETAH НЕ T as mH EE, 而 且 这 些 名 称 至 今 还 
在 使 用 . 

С Кі) Amaea) 是 阿拉 伯 语 , 意思 是 "最 大 的 ". ECE 
用 的 早期 名 称 是 Syntaxis Mathematicat" 数 学 汇编 "}, 后 人 加 上 
了 最 高 级 magise" RAAI). 日 的 是 与 其 他 作品 相 区 证 . 与 
绝 火 志 数 希腊 人 的 著作 一 : 样 ， 托 蔓 密 的 著作 是 通过 阿拉 伯 文 
详 本 为 西方 世界 所 知晓 的 ; 所 以 。 希腊 语 magiste 就 变 成 了 阿 
FÉ Almagest. 最 中 的 拉丁 立 译 本 出 现 十 1175 年 ,从 那 时 起 
38 上 6 拱 纪 , 它 在 欧洲 的 天 文学 思想 中 一 胡 占 有 主导 地 倍 ， 
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天 文学 在 中 世纪 并 没有 完全 停滞 不 前 . 很 
多 阿拉 伯 和 犹太 天 文学 家 工作 在 伊斯兰 统治 
下 的 西班牙 以 及 波斯 和 土耳其 ,他们 对 恒星 和 
行星 进行 了 大 量 的 观察 , 并且 运用 这 些 观 察 结 
果 对 天 文学 图 表 进行 了 修改 . 更 重要 的 是 ， 这 
些 学 者 发 现 了 希腊 人 的 很 多 数学 和 天 文学 著 
作 ， 并 且 把 它们 翻译 成 阿拉 伯 文 ， 然 后 又 翻译 
RATX. 正 是 主要 通过 这 些 译文 ,我们 才能 
够 了 解 希腊 的 科学 , 但 是 , 尽管 这 些 贡 献 很 重 
要 ， 但 它们 却 未 曾 改 变 人 类 的 宇宙 基本 图 景 . 
这 个 图 景 实质 上 是 一 幅 亚 里 七 多 德 - dca 
式 的 图 景 ; 按照 这 幅 图 景 ， 静 止 不 动 的 地 球 位 
于 有 限 宇宙 的 中 心 、 而 宇宙 则 是 由 天 球 壳 层 组 
成 的 ,行星 和 恒星 义 认 在 壳 层 之 上 . 

这 幅 志 界 图 景 开 始 时 变化 很 慢 . 在 意大利 
帕 多 瓦 大 学 学 习 的 德国 学 者 和 神学 家 库 萨 的 


J iS (或 库 萨 努 斯 ，1401 - 1464) 可 能 是 第 一 
个 预测 宇宙 是 无 限 的 人 . 在 他 的 名 著 《De docta 
ignorantia? ("有 见识 的 无 知 ”， 作 者 去 世 后 于 
1489 FRR) P, WER: 因为 宇宙 是 无 穷 大 
的 ,所 以 它 既 没有 中 心 也 没有 周围 ; 相反 地 , 任 
何 一 个 点 都 可 以 被 看 成 是 中 心 ， 正 如 对 海上 的 
观察 者 来 说 ,地 平 线 在 所 有 方向 上 都 是 等 距 的 ， 
且 与 观察 着 的 位 置 无 关 . 在 这 方面 ， 库 萨 无 疑 
是 受 他 对 数学 无 穷 大 、 数 的 无 穷 大 和 沈 尽 分 割 
的 强烈 爱好 的 影响 . 然而 ， 库 萨 的 宇宙 与 他 之 
[m1 后 错 尔 达 诺 ， 布鲁诺 的 宇 窗 一 样 ， 其 基础 更 多 
地 依赖 于 神学 推测 而 不 是 科学 推理 : 宇宙 之 所 
以 无 穷 大 ， 是 因为 上 帝 的 全 能 不 能 容忍 边界 的 
FE. 所 以 说 ， 虽 然 库 萨 否认 地 球 是 宇宙 的 中 
心 , 而 及 他 对 未 来 神学 思想 的 影响 也 相当 大 ,但 
是 他 不 能 被 看 作 是 哥 白 尼 革 命 的 直 正 先驱 . 
无 穷 大 宇宙 的 模糊 线索 来 源 于 其 他 方面 . 
德国 天 文学 家 和 数学 家 格 奥 尔格 ， 汉 . 普尔 巴 
# (1423 — 1461) 把 他 的 宇宙 论 建立 在 托 勒 密 模 
型 的 基础 之 上 , 但 是 在 恒星 的 最 外 层 天 球 {天 
空 ) 上 ,他 加 上 了 另 一 个 天 球 : 第 十 层 天 , 它 推 动 
着 其 他 球面 运动 , 哥 白 尼 同 时 代 的 彼 德 鲁 斯 ` 
阿 皮 亚 努 斯 (1495 ~ 1552) 又 加 上 了 另外 一 个 天 
EK (Empyrium) 一 一 上 帝 的 住所 {图 24.1). 这 些 
宇宙 “模型 几乎 全 都 是 神学 创造 , 这 就 意味 着 
是 在 美化 和 歌颂 亚 里 十 多 德 的 系统 . 如 果 说 就 
这 样 一 幅 世 界 图 景 的 正确 性 有 人 提出 过 什么 疑 
问 的 话 , 这 些 疑 问 也 被 精心 地 秘密 保存 起 来 ; 谁 
也 不 敢 公 开 挑 战 罗马 天 主教 会 的 正式 教义 ， 而 
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这 种 教义 教条 地 遵从 于 旧 的 系统 . 在 某 些 情况 
下 ,提出 的 模型 甚至 对 旧 系 统 来 说 也 是 一 种 倒 
退 ;普尔 巴赫 实际 上 相信 水 晶 天 球 的 存在 ,这 种 
观点 就 连 托 勒 密 也 没完 全 采纳 . 然而 ， 当 向 系 
统 添 加 越 来 越 多 的 外 层 天 球 时 ， 我 们 发 现 至 少 
间接 承认 了 如 下 事实 : 即使 说 宇宙 实际 上 不 是 
无 限 的 , 它 也 要 比 以 前 想象 的 大 得 多 . 

哥 白 尼 的 革命 必须 从 这 样 一 个 角度 加 以 判 
Ur. 尼 古 劳 斯 . 哥 白 尼 (波兰 文 为 Niklas Kop 
pemigk) 于 1473 年 出 生 于 波兰 ,他 首 先 在 克拉 
科 夫 大 学 学 习 天 文学 , 后 来 去 了 意大利 ， 并 且 
在 那里 完成 了 他 的 医学 和 法 律 学 业 . 但 是 他 的 
主要 兴趣 是 天 文学 , 而 且 当 他 于 1507 年 返 同 
他 的 祖国 时 ， 他 开始 就 任 佛 劳 恩 堡 大 教堂 的 
借 正 , 这 个 职位 使 他 有 大 量 的 时 间 研 究 天 文 
学 . 各 白 尼 在 佛 劳 恩 堡 度 过 了 他 的 余生 ,而且 
下 是 在 那里 , 他 写成 了 他 的 第 一 部 著作 《要 论 》 
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(Commentariolus) . 这 部 作品 仅仅 作为 给 朋友 的 
短文 集 ， 然 而 却 总 结 了 哥 白 尼 关 于 字 宙 的 新 观 
sa. 他 的 七 项 主张 中 最 重要 的 是 断言 : 

1. 太阳 而 不 是 地 球 位 于 宇宙 的 中 心 3 

2. 所 有 行星 一 一 包括 地 球 一 一 围绕 着 太 
ЁН іх 4 


М 


行 ; 
3. 正 是 地 球 绕 其 轴 的 转动 一 而 不 是 天 
空 绕 地 球 的 转动 一 一 才 产 生 了 皮疹 的 交替 , 
这 三 项 主张 将 成 为 新 宇宙 论 的 基石 ， 而 且 是 到 
当时 为 止 人 类 历史 土 最 伟大 的 科学 革命 . Ж 
而 ,同等 重要 的 是 哥 白 尼 的 第 四 项 主张 (尽管 常 
被 和 忽视) ， 这 项 主张 用 哥 白 尼 自 己 的 话说 就 是 : 
“与 地 球 相 比 天 窍 是 广阔 的 . ”他 认为 , 甚至 地 
球 绕 太 阳 运 转 的 半径 “与 恒星 的 天 球 相 比 也 是 
微不足道 的 .” 

这 便 是 哥 白 尼 拱 系 或 太阳 中 心 说 的 实质 
(图 24.2). 从 它 自身 的 情况 来 看 ， 这 个 体系 实 
际 上 并 不 像 想象 得 那么 具有 革命 性 . 的 确 ， 哥 


24.2 Wü rd. 
自 & 论 天 球 的 旋转 ?115431 . 
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和 白 尼 把 地 球 从 宇宙 的 中 心 位 置 降 了 于 来 ， 而 且 
用 太阳 替换 了 地 球 . 但 是 ， 他 的 宇宙 仍然 是 一 
个 由 圆 和 球 组 成 的 奇妙 装置 ， 而 且 仍 然 是 一 个 
ЭЗИ НЧЕ Н. 有关 在 行星 系统 中 可 能 起 作用 的 
任何 其 他 形状 的 想法 ,还 得 等 待 开 普 勒 提出 
然而 ,由 于 缺少 任何 可 以 测量 的 恒星 视差 (在 此 
之 前 一 直 被 认为 是 由 地 球 的 静止 状态 造成 的 ) , 
使 得 他 确信 他 的 宇宙 比 以 前 任何 人 想到 的 都 要 
大 得 多 ;具体 说 来 ,他 断言 恒星 的 天 球 至 少 是 地 
球 与 太阳 之 间距 离 的 一 千 依 ,而 县 这 少 是 土星 
与 太阳 间距 离 的 七 十 五 倍 . 所 以 他 清楚 地 认识 
到 ,有 一 个 巨大 的 间隔 ,把 我 们 的 太阳 系 边 界 与 
恒星 领域 分 割 开 来 . 小 宝 宙 的 古老 图 景 是 依据 
地 球 上 的 距离 测量 的 ， 打 碎 这 个 古老 图 景 的 荣 
誉 归功 于 哥 白 尼 ， 而 且 只 归功 于 他 自己 . 即使 
他 实际 上 并 未 承认 无 限 宇 宙 的 存在 、 我 们 仍 可 


以 原谅 他 . 著名 的 科学 史学 家 亚历山大 科 伊 


Ф 与 托 勒 密 的 停 系 丰 比 .再 白 屁 提出 这 个 体系 的 主要 
目的 , 是 提供 一 种 对 行星 运行 , 尤其 是 其 俑 然 出 现 的 道行 的 更 
方便 的 解释 { 见 第 247 К). 在 托 鞭 密 的 体系 中 .本 轮 起 着 主要 
作用 . 本 轮 是 指 阅 心 沿 着 舅 一 个 思 的 圆周 移动 的 贺 ( 由 此 造成 
的 曲线 , 很 像 一 个 螺旋 线 轿 , 呼吸 描记 器 会 终 出 这 样 的 曲线 ) . 
托 污 密使 用 这 些 本 轮 说 明 外 行星 一 一 火星 、 木 星 和 土星 等 好 
像 不 规划 的 运动 ; 但 是 ,由 于 观察 数据 不 太 适 合 于 这 个 系统 ， 
所 以 加 十 了 越 来 越 名 的 本 轮 , 因 而 使 这 个 系统 极其 复杂 . ЖЧ 
尼 把 所 有 的 行星 运动 都 归 因 于 太阳 而 不 是 地球 ， 从 南 说 明了 
这 个 问题 ,而 这 个 方法 可 以 不 使 用 本 轮 . 简 而 言 之 , WAEA 
系统 最 多 不 过 是 一 种 数学 至 论 {至少 从 它 的 原始 概念 看 是 这 
F). 这 与 后 人 给 予 它 的 深刻 的 哲学 解释 大 相 径 庭 . (公元 前 3 
世纪 的 阿里 斯 塔 克 就 已 经 想象 到 了 一 个 日 心 系 统 .) 


[193] 


TA “ЖЕТИЛ F ТЖ—Ж (中 止 了 恒星 天 球 运 
17) 的 人 在 迈 出 第 二 步 〈 将 它 融 人 到 无 限 空间 ) 
ЖЕКИ A, 一 个 人 使 地 球 运动 并 且 扩 大 了 
世界 的 范围 , 使 其 无 边 无 际 (immensum) ,这 就 
起 够 了 ;要 求 他 让 这 个 世界 无 穷 大 ,显然 要 求 太 
gt 
尽管 哥 自 尼 的 名 宇 使 人 们 充分 感受 到 一 
个 革命 狂热 者 的 气氛 , 但 这 个 佛 劳 恩 堡 大 教堂 
的 增 正 却 是 一 个 安静 的 、 孤独 的 人 ， {ЕЗЕП 
的 任何 东西 都 不 会 比 改 变 这 个 世界 的 思想 走 
FE. 他 把 他 的 著作 编 成 了 一 本 名 为 《 论 天 
ERI] ESE) (De revolutionibus) 的 六 卷 本 书 , 这 无 
疑 是 沿用 了 托 勒 密 《 至 大 论 》 的 模式 . 他 这 部 著 
作 { 主 要 部 分 于 1533 年 完成 ) 中 的 绝 大 部 分 , 研 但 是 .不 会 存在 无 穷 多 的 和 
究 的 是 宇宙 的 天 文学 问题 ， 例 如 球面 三 角 学 、 无 限 大 物体 的 运动 . 所 以 不 
日 月 食 理 论 以 及 对 托 勒 密 恒星 图 表 的 更 新 ,只 eue OM TEA 
是 在 第 ~- 卷 简要 介绍 了 他 的 新 理论 (尽管 以 后 PERS жк. G 
的 很 多 材料 都 依赖 于 这 个 理论 ). BERAE + 
不 愿意 发 表 这 部 作为 他 毕生 工作 总 结 的 不 朽 著 
作 ， 他 无 血 ”是 害怕 这 部 著作 会 激怒 天 主教 会 . 
只 是 在 他 的 几 个 弟子 不 届 不 挠 的 激励 下 , 他 才 
最 终 作 出 了 让 步 , 但 是 出 版 过 程 进展 缓慢 ,并 
且 几 次 被 打 断 . 当 这 部 著作 最 终 交 付 印 刷 时 ， 
它 的 作者 已 经 是 一 位 年 近 多 病 的 人 , 他 只 能 修 
改 长 条 校 样 和 由 编者 写成 的 . 事实 上 是 否认 
而 白 尼 在 这 本 书 中 曾经 说 过 的 任何 东西 的 前 


O 团 历 山大， 科 仍 雷 《 从 封闭 的 世界 到 光 穷 大 的 宇 
195, Johns Hopkins University Press, Baltimore, 1974. 
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mr. 只 是 在 他 去 世 前 几 个 小 时 ,《 论 天 球 的 
旋转 3 首 版 中 的 一 本 才 送 到 了 他 的 病 析 前 . 他 
于 1543 年 5 月 24 НИЕ. 

可 和 白 尼 的 新 宇宙 论 现在 必须 为 赢得 他 人 的 
接受 而 开始 努力 . 尽管 可 白 尼 不 会 蒙受 一 个 世 
L ERa AMEk ERIRE, BA 
们 对 这 部 著作 的 最 初 反应 还 是 很 冷淡 . 他 的 体 
系 的 拥护 者 为 数 不 多 ， 其 中 之 一 是 英国 天 文学 
家 托马斯 迪 杰 斯 (1546 ~ 1595). 他 在 1576 年 
出 版 的 一 本 书 中 不 仅 采 用 了 哥 白 尼 的 体系 ， 而 
且 还 主张 宇宙 是 无 限 的 ， 这 使 他 蕊 为 这 么 做 的 
第 一 位 职业 天 文学 家 . 他 的 宇宙 是 用 一 个 图 说 
明 的 {图 24.3), 它 清楚 地 表明 太 了 位 于 中 心 位 
置 , 它 的 周围 是 六 颗 行 星 的 轨道 { 距 太阳 的 第 三 
PEHR). 在 最 外 层 轨 道 { 即 士 星 的 轨道 ) 之 
外 ,是 一 个 很 大 的 间隔 ,在 这 个 间隔 之 外 是 恒星 
领域 . 在 这 个 间隔 中 , 迪 杰 斯 加 入 了 一 段 题 词 : 
“这 个 被 无 限 地 回 定 在 那里 的 恒星 轨道 , 呈 球 面 
状 扩展 其 自身 的 高 度 ,所 以 是 不 可 移动 的 …… " 

“所 以 "一 词 很 有 趣 一 -- 它 表明 迪 杰 斯 认识 
到 让 一 个 无 限 的 宇宙 绕 着 一 颗 很 小 的 地 球 或 太 


T RETER- 奥 塞 安 德 尔 {1498 - 1552) 是 一 个 路 
德 就教 土 ， 并 且 积 极 参 与 改革 运动 , 在 写 那 篇 有 争 放 的 前 言 
Bj. 他 显然 是 想 保 护 自己 免 受 任何 异端 指控 ，{ 路 德 本 人 非常 
坚决 地 反对 这 个 新 理论 . ) 不 管 怎么 说 , 其 效果 是 损坏 了 哥 白 
尼 作 为 初 底 为 真理 而 战 的 战士 的 声 瞧 . 直到 1600 年 ， 开 普 
才 在 本 《 论 天 球 的 旋转 了} 中 发 现 了 一 份 能 驶 确定 前 言 真正 作 
KHER. 然而 . 在 当时 哥 扬 尼 的 声誉 已 遭 损 坏 , 又 过 了 很 多 
年 才 得 以 恢复 . 
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defcripui cftiall O. 
мә А perite Pam rbes, 
ABE. + 


отб ro бе maji 
em 


阳 运 行 不 合 情 理 . 然后 这 段 题词 从 道义 上 歌 颌 
了 了 上帝 创 造 万 物 的 伟大 ,把 恒星 描述 成 “闪耀 着 
无 数 道 壮丽 的 光芒 ”, 并 且 把 恒星 的 住所 搞 述 成 
“天 国 天 使 们 的 庭院 ”. 天 文学 家 迪 杰 斯 不 得 不 
借助 于 当时 十 分 流行 的 、 人 们 所 熟悉 的 神学 主 
是 安奈 自己 ， 这 并 不 令 人 意外 . 我 们 在 这 里 看 
到 了 在 接受 无 穷 宇宙 之 前 人 类 大 脑 必须 进行 的 
思想 斗争 . 

我 们 在 乔 尔 达 诺 “布鲁诺 (1548 - 1600) 的 
悲剧 性 生活 与 死亡 中 ， 找 到 了 神秘 主义 与 理性 
思考 的 更 大 的 混 清 状 态 . 人 们 因为 布鲁诺 的 殉 
难 将 永远 记 住 他 的 名 字 ,. 他 是 一 个 因 拒 绝 放弃 
自己 的 信仰 而 作出 最 大 牺牲 的 人 . 布鲁诺 既 不 


2.3 托马斯 : 迪 杰 斯 的 
FE. 可 能 是 第 -- 次 明确 提 
到 一 个 无 穷 大 的 宇宙 . MÑ FI 
托马斯 贮 格 斯 对 他 父亲 
ít m & o. uaa 
€Prognoslication — Euerlasting? 
(London. 1576) Bib ye. 


我 实际 上 没有 任何 意图 想 
断言 某 种 曲面 . 边界 或 极限 
的 存在 , 在 其 之 引 媒 没有 物 
ЖУ а, EELEE 
不 存在 , 那 是 不 可 能 的 ， 

弄 尔 达 庶 - $ Ë ih 
(1548 ~ 1600) ,《 论 无 限 宇宙 
和 世界 》 
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图 24.4 ME SLE IH EF 
的 宁 省 . 摘自 《De mundo 
nostro snbhunari$ (Amsterdam. 
1651). 


是 一 位 科学 家 ， 也 不 是 一 位 真正 的 哲学 家 . 他 01961 
在 更 大 程度 上 是 一 个 传道 士 ， 甚 至 可 能 是 一 个 
车 是 生 非 的 人 :他 漫游 西欧 ,鼓吹 他 的 非 正统 的 
观点 ,因而 给 自己 招来 了 天 主教 会 的 怨恨 ( 可 能 
是 故意 这 样 做 和 的 ). 布鲁诺 出 身 贫 寒 , 他 在 十 四 
岁 进 人 了 那不勒斯 的 多 明 我 会 的 修道 院 ， 而 且 
在 那里 他 尊 次 读 到 了 告白 尼 的 《 论 天 球 的 旋转 》， 
他 马上 变 成 了 新 宇宙 论 的 热心 信徒 一 一 这 一 举 
动 适合 于 他 独立 的 、 近 乎 反叛 的 性 格 . 他 由 于 
对 育 从 教会 的 教条 不 满意 ， 而 把 哥 白 尼 当 成 了 
一 个 值得 赞美 的 人 人物 , 一 个 面 对 教会 并 且 向 其 
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坚固 的 传统 提出 挑战 的 反抗 形象 。 (可 是 我 们 
前 而 已 经 看 到 ， 哥 白 尼 的 头脑 中 并 没有 更 进 一 
步 的 东西 .但 是 ,如 和 白 尼 是 一 位 数学 家 和 天 文 
深 索 ， 他 把 自己 的 说 教 建 立 在 严格 的 理性 论证 
之 上 有 生财 是 -位 宅 想 家 ,他 采用 了 他 的 先 师 
E 并 时 从 精神 角度 对 其 扩展 ,使 其 包括 整 
WEW. THERE Y RIA ERKA 
$T Pad 得 诺 则 看 到 了 一 个 无 限 的 字 宙 ,这 个 宇 
宙 由 无 穷 多 颗 像 我 们 的 太阴 一 样 的 恒星 组 成 ， 
每 一 个 恒星 都 由 行星 围绕 着 ,行星 上 的 智能 动 
PEKER. 泡 穷 是 布鲁诺 的 篇 言 一 一 时 间 和 
空间 的 无 穷 、 精 神 的 无 窃 和 物质 的 无 究 . 他 的 
推测 (大 们 甚至 必须 称 之 为 突 发 奇想 ) 其 至 把 他 
带 到 了 我 们 自己 的 宇宙 之 外 上 帝 的 王国 . 
但 是 与 他 的 前 辈 不 同 ， 他 很 少 求 助 于 传统 的 基 
督 教 象 征 手法 ; 他 更 接近 于 《和 圣经. 介 约 》 的 智 
慧 文学 ， 而 且 有 时 他 听 起 来 几乎 像 一 位 虑 诚 的 
犹太 教 神秘 主义 信徒 . 在 描述 上 帝 的 永恒 吞 闲 
时 , ЕЗЕТ БРА АС ВОЈ Е, 它 “ 通 过 光线 
的 辐射 撤 向 我 们 ， 而 且 传 各 所 有 事物 并 融 人 其 
в”. 他 一 次 又 一 次 地 回 到 了 他 的 无 穷 大 想象 ; 
他 想象 中 的 宇宙 规模 宏大 ,在 空间 上 无 限 ,在 时 
闻 上 永恒 ， 这 个 宇宙 由 像 我 们 自己 的 太阳 一 样 
的 数 不 过 来 的 太阳 组 成 :只 有 一 个 崔 一 的 总 的 
FA, — НЕ-А P 3E GER 2 8] ,我们 可 以 直 
接地 把 它 称 为 真空 ; 其 中 有 无 数 个 星球 像 我 们 
生活 和 成 长 的 地 球 一 样 . 我 们 宣布 这 个 空间 为 
在 布鲁诺 的 著作 中 ,最 著名 的 是 ¢ 论 无 限 宇 
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IF B: -. +° E t, fb ЗЕ PS iE 
BD 48 BH F Bl J sD Pr PL Ж B5 
k- РИА. 才 使 他 Ой 
$i) ж ТШЕП SI A 
ÉS ТЕД тр [В] en Я Bç TE (E B9 
永恒 的 A59; K BJ SF Н BE Rz 
之 不 竭 的 宝藏 分 割 开 来 的 
ХЕЛИ Й. 

一 一 旧历 出 大 T, 
& 从 封闭 的 世界 到 无 穷 大 的 
тШ) 


具有 一 个 唯 - -的 总 的 空间 , 
一 个 唯 -的 广 案 的 无 限 空 
Гар. 我 们 串 以 直接 地 把 它 称 
ARE: ИРИ 3; 82 Рр 
像 我 们 在 上 面 生活 和 成 长 
的 地 球 一 样 . 我 们 宜 布 这 个 
BIA XP: ВЯ 
推理 .约定 .感知 还 是 自然 
界 ， 都 设 有 赋予 它 一 个 极 
B. 在 其 中 ， 有 无 数 个 像 我 
们 自己 的 世界 一 样 的 世界 . 
因为 没有 理由 或 大 自然 天 
鸯 的 不 足 一 一 不 管 是 主动 
的 还 是 被 动 的 力量 ,能够 妨 
碍 与 我 们 自己 的 空间 一 模 
~ 样 的 空间 中 其 他 世界 的 
存在 . 

~ 一 乔 尔 达 诺 ， 布鲁诺 ， 
《 论 无 限 字 宙 和 世界》 
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Bi fütit 5*5 (De L'infinito universo et mondi) .这 本 
著作 于 1584 年 在 威尼斯 首次 出 版 . 这 部 著作 
采取 四 个 “演讲 者 " 之 间 的 对 话 方 式 , 其 中 的 费 
罗 西 奥 是 伪装 起 来 的 布鲁诺 . 它 的 开篇 就 是 埃 
尔 皮 诺 问 他 的 同事 :“ 宇 宙 怎 么 可 能 是 无 限 的 
Bé?" 费 罗 西 奥 针对 这 个 问题 反问 道 宇宙 怎么 
可 能 是 有 限 的 呢 ?” 对 话 就 这 样 继续 下 去 , 直到 
最 后 费 罗 西 奥 说 服 其 他 人 接受 了 他 的 观点 ., 在 
这 里 ,以 及 在 布鲁诺 着 作 的 其 他 地 方 ,我 们 可 以 
发 现 一 种 唯 灵 论 与 健全 的 推理 的 混合 物 . 因 
此 ， 在 证 明 无 限 宇宙 既 没 有 中 心 也 没有 周围 这 
一 观念 的 正确 性 时 , 他 说 :“ 对 于 一 个 体积 无 穷 
大 的 物体 来 说 , 它 既 没有 中 心 ,也 没有 边界 …… 
正 像 我 们 认为 我 们 本 身 处 于 作为 我 们 自己 所 在 
天 区 的 边界 (大 地 平 线 ) 和 极限 的 那个 等 距 圆 的 
圆心 一 样 ， 月 球 上 的 居民 也 毫 无 疑问 地 相信 他 
们 自己 处 于 包括 我 们 这 个 地 球 、 杰 阳 和 其 他 恒 
星 在 内 的 ,作为 他 们 自己 视野 半径 边界 的 (一 个 
大 地 平 线 的 } 中心, 所 以 ,地 球 与 其 他 恒星 一 样 
者 不 在 中 心 位 置 . “在 这 里 , 布鲁诺 以 一 种 完美 
的 论证 ,预见 到 了 相对 论 原理 ,这 个 原理 将 在 三 
个 世纪 以 后 在 物理 学 上 起 到 重要 作用 . 但 是 ， 
我 们 在 他 的 诗歌 《De immenso et innumerabilitus? 
中 发 现 了 一 种 截然 不 同 的 论证 :唯一 的 无 限 者 
是 完美 的 ;任何 东西 也 不 会 大 于 或 好 于 它 , 这 一 
点 简单 自然 . 这 是 一 个 无 所 不 在 的 整体 ,上帝 、 
万 能 的 大 自然 . 除 无 穷 之 外 ， 没 有 东西 可 以 作 
为 其 自身 的 完美 映 象 和 反射 ， 因 而 有 限 是 不 完 
美的 ;每 一 个 可 感知 的 世界 都 是 不 完美 的 , 故 恶 
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与 善 .内 容 与 形式 、 光 明 与 黑暗 、 悲 伤 与 欢乐 以 
及 所 有 事物 无 处 不 在 变化 运动 之 中 . 但 是 所 有 
的 事物 都 在 无 限 中 趋 于 统一 .真理 和 善 的 秩序 ; 
据 此 它 被 称 为 万 物 之 总 和 .” 而 且 当 他 回 到 他 
所 热爱 的 主题 (世界 的 多 元 性 ) 时 , 他 以 极 大 的 
热情 谈 到 了 福音 书 的 作者 : 


Фл і НАВЕ, ЕФ 
王国 的 宏大 就 这 样 被 表现 出 来 ; 他 不 
是 在 一 个 太阳 ， 而 是 在 无 数 个 太阳 上 
被 质 美 ;不 是 在 一 个 地 球 上 ,而 是 在 一 
干 个 地 球 上 , 啊 ! 是 在 无 穿 多 个 世界 上 
жа. 


布鲁诺 最 后 八 年 的 故事 将 永远 成 为 历史 记 
载 中 最 动人 的 故事 之 一 . 由 于 在 公开 布道 中 激 
怒 了 教会 当局 ,他 被 罗马 天 主教 宗教 法 庭 追 捕 ， 
并 且 最 终 落 入 他 们 的 手中 . 在 这 一 点 上 他 自己 
也 有 责任 ， 因 为 他 很 乐意 地 接受 了 宗教 法 庭 代 
理 人 乔 瓦 尼 + 蒙 西 尼 戈 的 邀请 去 了 威尼斯 ， 表 
面 上 是 当 后 者 的 老师 . 其 后 果 是 不 可 和 避免 的 : хайт—1жехх 
ESTRA ARMER m Hac oU ер во 
死刑 . 我 们 永远 也 不 会 知道 ， 是 什么 可 以 使 一 “的 周 图 
个 人 经 受 住 了 这 种 极端 的 考验 ,但 是 ,可 能 是 他 00 PR 8 - 帕斯卡 
对 宏伟 宇宙 (他 的 宇宙 ) 的 无 限 次 欣 , 才 鼓 舞 了 
他 的 精神 ， 使 他 经 受 了 这 场 严峻 的 考验 . 他 于 
1600 年 2 月 17 在 威尼斯 被 绑 在 火 型 柱 上 活活 
1198) 烧 死 ,至 死 也 没有 放弃 他 的 信念 . 
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FUR Ж ЖЕЛ ЛБХ а, 
大 自然 是 其 身体 ,上 党 是 其 心爱. 
一 一 正 历 山大 iE AB ( 1688 — 1744) 


HD, 人 类 的 复杂 作品 是 那样 地 不 同 于 
大 自然 那 简 易 、 朴 实 、 饱 满 的 设计 ， 
一 一 威廉 ， 者 珀 {1731 一 1800) 


布鲁诺 惨死 之 后 不 到 十 年 时 间 ， 发 牛 了 一 
个 能 够 完全 证 实 他 及 他 的 先 师 哥 白 尼 观点 的 事 
ft. 当时 已 经 是 著名 科学 家 的 伽利略 (1564 - 
1642) 在 1610 年 1 月 了 7 日 把 他 的 新 型 望远镜 对 
准 了 木星 这 晒 行 星 . 令 他 吃惊 的 是 ， 他 发 现 这 
里 行星 周围 有 四 颗 小 天 体 ， 他 正确 地 判定 它们 
是 四 颗 环 绕 其 母体 的 卫星 . 他 把 它们 称 为 梅 迪 
奇 星 ,目的 是 同 梅 迪 奇 家 族 表 示 敬 意 ,因为 项 利 
略 希望 在 这 个 家 族 的 部 门 中 供职 . 这 里 是 一 个 
完整 的 小 型 太阳 系 一 一 小 天 体 环绕 善 一 个 大 天 
体 , 而 且 它 给 日 心 系 统 (即使 在 那 时 也 远 未 被 广 
泛 接 受 的 系统 ) 理论 提供 了 尽管 是 间接 的 但 却 
很 有 力 的 证 据 . 348485 ЖЕ Яр НЕ Hb PRE ЕТ K 
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Hü) g € UL Н БК Felgen S E, f in 
p HG ЛИЕ. ER TS RAR JJ REUEBHTE 
一 定 是 在 绕 太 并 而 不 是 绕 好 球 运行 ", 然后 他 
把 他 的 望远镜 (他 称 之 为 “ 间 汇 镜 ") 对 准 了 月 
Pk. 而 入 大 色 了 大 类 眼睛 以 前 从 未 见 到 过 的 奇 


观 一 一 这 笑 天 体 上 上 山谷 .山脉 ,平原 和 "海洋 " 纵 
横 人 交错- 一 简 育 之 ， 这 是 一 个 与 我 们 自己 的 纪 


冠 并 非 不 一 样 的 不 完美 的 世界 ， 而 且 和 希腊 人 
Н) ЖК А АКАН ЭЕ Oum. 更 令 人 兴奋 的 是 ， 伽 和 
略 又 把 他 的 注意 力 集中 到 了 银河 系 ~ 一 那个 在 
晴朗 的 黑人 充 能 够 看 到 的 天 空中 的 漫 射 光 带 一 一 
并 且 发 现 它 由 无 数 颗 肉眼 看 不 见 的 恒星 组 成 . 
然而 ,他 的 望远镜 却 无 法 放大 这 些 恒星 ， 基 至 
连 最 亮 的 那些 也 放大 不 了 ， 这 个 事实 告诉 他 
奢 些 恒星 的 距离 一 定 非 常 远 ， 这 是 说 明 字 宙 
比 以 前 任何 人 想象 的 要 大 得 多 的 直接 证 据 . 
我 们 能 够 很 容易 地 想象 他 对 他 的 仪器 为 他 打 
开 的 那个 巨大 新 空间 的 兴奋 秩 度 ， 对 于 亚 里 十 
多 德 , 他 在 《关于 两 大 世界 体系 的 对 话 》 中 写 
道 ， 我 们 能 够 辩 别 在 天 空中 他 不 能 看 到 的 很 多 
东西 ， 所 以 我 们 研究 天 室 和 太阳 时 能 够 比 亚 里 
士 多 德 更 有 信心 . ”通过 这 些 简 单 的 话语 ,做 利 
略 开导 了 天 文学 上 的 一 个 新 时 代 - 一 -望远镜 
ВИХ. 

所 有 这 些 发 现 的 结果 是 一 本 很 流行 的 小 书 


Q AE BME ЕРЕ РГАН РЕНО. 证明 
地 球 绕 太 阳 运 转 的 充分 条 件 . ШЭ; Г, SN ОГВ (H: 
liti ( E3686 Kit, 而 太阳 妈 绕 地 球 转 ) 同样 也 能 很 好 地 说 明 
ЧЕЛН ЕИ SEC HE. 
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《星际 使 者 了》{1610) , 匣 利 略 在 这 本 书 中 以 热情 洋 
洲 的 语 计 描述 了 他 的 新 发 现 . 这 本 书 立 刻 获 得 
了 成功， 而 且 极 大 地 促进 了 天 文学 的 普及 . 但 
是 ,他 那些 学 识 渊博 的 同行 们 对 此 反应 却 不 那么 
热情 :他 们 意识 到 民利 略 的 发 现 直接 威胁 着 他 们 
的 权威 地 位 , 所 以 开始 设法 使 他 保持 沉默 . 经 过 
很 长 时 间 的 操纵 和 谋划 ,他们 设法 把 这 件 事情 提 
交 给 教会 法 庭 . 当时 已 是 一 位 老人 的 艇 利 略 被 
FEREG, ТЕЕ ТИНЕ. 在 几 次 听证 之 
后 , 他 被 追 承认 在 说 教 哥 白 尼 系 统 方面 “有 罪 "， 
最 后 他 宣布 放弃 自己 的 信仰 . 毫 无 疑问 , 他 想起 
了 布鲁诺 的 命运 . 他 确实 逃避 了 布鲁诺 的 命运 ， 
TB E HHE WS, 他 的 最 后 几 年 实际 上 是 在 软禁 
"BETIS. 长 期 的 严峻 考验 和 双 目 完全 失明 加 
重 了 他 的 痛苦 ,他 于 1642 年 1 月 8 日 去 世 . 
我 们 必须 简要 介绍 一 下 与 匣 利 略 同时 代 的 
两 个 人 关于 宇宙 性 质 的 观点 . 第 谷 : fibras 
(1546- 1601) 是 丹麦 一 位 伟大 的 观测 天 文学 家 ， 
他 提出 一 个 介 于 托 勒 密 的 地 心 体系 和 哥 白 尼 的 
日 心 体系 之 间 的 行星 体系 : nmm 
行 , 而 太阳 则 绕 着 静止 不 动 的 地 球 运行 . 第 谷 以 
不 存在 恒星 的 任何 可 观察 到 的 视差 ,作为 地 球 甫 


止 的 证 据 ; 与 希腊 人 一 样 , 一 个 巨大 宇宙 的 可 能 1200] 


性 不 适 于 他 , 尽管 这 种 可 能 性 同样 也 能 说 明 这 个 
事实 . 有 一 段 时 间 他 的 体系 十 分 流行 , 其 原因 是 


Ф 正 是 在 他 生命 的 最 后 一 段 时 间 里 。 伪 利 略 写成 了 他 
的 第 二 部 “对 话 ” 一 一 《关于 两 门 新 科学 的 对 话 》. ТЕЛЕҢ ЧЕ 
述 了 他 关于 数学 讯 窃 大 及 其 悖 论 的 一 些 思想 ( 见 第 一 稀 ). 


由 于 它 能 够 不 借助 日 心 体系 解释 行星 的 运动 . 
{事实 上 ,这 两 个 体系 在 数学 上 是 等 价 的 ,因为 一 
个 物体 对 于 男 一 个 物体 运动 的 相对 性 可 以 很 清 
楚 地 说 明 这 个 问题 . ) 但 是 , 第 谷 对 天 文学 的 贡 
献 是 他 对 恒星 及 行星 位 置 的 观察 ,他 在 丹麦 的 赫 
芬 岛 土建 立 了 自己 的 天 文 台 , 并 且 以 极 高 的 精确 
度 完 成 了 这 些 观 察 . 约翰 尼斯 开 普 勒 (1571 - 
1630) 正 是 根据 这 些 观 察 资料 ,才能 够 推导 出 他 
那 著 名 的 行星 运动 三 定律 ?. 他 得 到 这 三 个 定律 
是 多 年 努力 的 结果 . 他 是 一 个 热心 的 毕 达 哥 拉 
斯 信徒 , 他 既 受 到 了 神秘 思考 的 引导 (或 误导 )， 
也 受到 合理 科学 论证 的 引导 ,但 是 这 一 事实 并 没 
有 使 他 对 三 定律 的 推导 更 容易 . 他 试图 把 他 的 
行星 定律 建立 在 五 个 正 多 面体 的 几何 学 基础 之 
上 (他 相信 五 个 正 多 面体 对 应 于 五 颗 行 星 ); 当 这 
样 做 失败 之 后 , 他 转向 了 音乐 和 声 定律 , 根据 每 
晒 行 星 到 达 太 阳 的 距离 醋 子 它们 一 个 旋律 . Ж 
管 如 此 , 开 普 勤 定 律 仍 是 一 项 最 伟大 的 成 就 . E 
们 第 一 次 给 天 文学 家 一 个 可 以 在 此 基础 二 进行 
计算 的 精确 的 定量 理论 . MEA, 他 发 现 了 行星 沿 
椭圆 罗 道 绕 太 阳 运 行 ( 开 普 勒 第 一 定律 ), 从 此 
彻底 地 终结 了 旬 有 的 水 唱 天 球 理论 , 事实 上 结 


D ПЕРЕТА: 

1. EERS ERAT. ЖЇНЇ АО E 
AE. 
2. EERTE Б ЖОНЕ tE R P EFT B FE 482 
PPP. 

3. SW E AEKRUS SÉ 2:56 ЈАН ВУЗЕ 7] S EST] ЖЖ IR 
IE FU RR SZ RE НМ. 
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束 了 和 希腊 天 文学 . 然而 , 开 普 勒 与 第 谷 -- 样 不 能 
接受 宇宙 无 穷 大 这 种 可 能 ,而 且 布 曾 诺 关 于 世界 
ЗЛЕ Б ЯСЛА ГИА, ЕТЕ ОБТ) 
EDE: “ERTER АУ НЕ 7; ЖОР Basa Edi 
没有 好 处 .” 
某 个 人 出 来 把 这 些 新 发 现 统一 成 一 个 单一 
的 .包罗 万 象 的 理论 的 时 机 , 至 此 已 经 成 熟 . 这 
项 任务 就 落 在 了 艾 萨 克 ， 牛顿 (1642 — 1727) 的 
身上 , 他 于 伽利略 去 世 的 那 一 年 (SRE Hy) 的 革 
BEH HÆ. 如 果 我 们 只 是 用 很 短篇 幅 来 谈 牛 
顿 ， 那 只 是 由 于 他 的 一 生 及 其 工作 曾经 在 其 他 
地 方 经 常 谈 到 ， 而 且 广 为 流传 . 牛顿 的 卓越 成 
就 在 于 他 能 够 通过 一 些 看 似 不 相关 的 现象 ， 发 
现 一 种 独一无二 的 统一 原理 一 一 而 且 还 能 够 用 
数学 方式 把 它 表达 出 来 . 从 这 个 意义 上 讲 ， 他 
是 理论 物理 学 的 莫 基 人 . 他 上 以 自己 的 洞察 力 认 
识 到 苹果 落地 和 行星 绕 太 阳 运 转 服从 于 同一 个 
定律 一 万 有 引力 定律 ~ (他 先是 为 地 月 体系 
推导 出 了 这 个 定律 ， 后 来 又 把 它 推广 至 任意 两 
个 物体 ) 他 在 《自然 哲学 之 数学 原理 》(1687) 


各， 这 个 定律 表明 : ERR MEZEI DRESE 
ТИЕ Wa tk ip HE. 与 它们 之 问 吃 离 的 平方 成 反比 ， (故而 
出 经 常 被 称 作 " 平 方 友 比 定律 ” ;用 数学 形式 表达 为 ， 

Cmn; 


r 


Fz 


ЖИЫ {ЕЗУ ЖЕНИ ИЕЛЕ Жз H ` FE air (1731-1810) T 
1798 ^E f£ -- T ib JH Ж FS RN t РА ЕА D] HR] dH 035 Ж 
实验 中 , 待人 到 了 比例 常数 МИЙ. C 的 值 (在 厘米 4- pp 
位 体 系 中 为 6. 67 x 10 中 昨 物理 学 的 -- 个 基本 人 常数. 
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中 宣布 了 这 个 定律 ， 标 志 着 现代 天 文学 达到 了 
成 熟 期 . 

万 有 引力 定律 与 牛顿 的 运动 三 定律 一 起 
构成 了 天 体力 学 的 基础 ,而 且 , 其 至 本 世纪 初 爱 
因 斯 地 的 广义 相对 论 对 它 的 取代 ， 世 没有 削弱 
它 在 诸如 卫星 与 航天 飞机 轨道 的 确定 等 问题 中 
的 作用 . 不 仅 如 此 ， 它 的 重要 意义 远 远 超出 了 
天 体力 学 的 范围 ， 基 为 如 果 同 一 条 定律 适用 于 
所 有 引力 现象 (不 管 是 在 地 球 上 还 是 在 宇 军 的 
BAAR) ,那么 人 们 难免 会 得 出 这 个 宇宙 一 定 
是 无 限 的 这 一 结论 . 牛顿 自己 不 仅 相信 字 宙 是 
无 限 的 ,而 且 它 是 同 原 的 和 均 质 的 ,也 就 是 说 在 
任何 地 方 和 任何 方向 上 都 是 同一 种 结构 的 . 
他 宣称 ， 只 有 这 种 宇宙 才能 够 保持 自身 的 重力 
+, F B бера rB C pn. 

《自然 哲学 之 数学 原理 》 在 以 后 的 历代 科学 
家 中 产生 了 巨大 的 影响 . 它 对 力学 原理 进行 的 
学 究 式 的 阐述 ， 使 它 在 物理 学 中 像 欧 几 里 得 的 


Q 这 些 定律 是 : 

1- -个 静止 的 物体 保持 静止 运动 的 物体 操持 义 速 直线 
运动 ,除非 它 受 到 外 力 的 作用 ，{ 扣 性 定律 } 

2. ЛЕД ik EB EL ТРИКО. 
3X P MB BEBE THE DC. ЗИНДЕ MR S tk. (F = ma) 

3. Ef]. ТЕН ЛИ Н КИЧЕ Dr BER SEE 
Hl. 

©  SBOLWSERCUET- di]. ПНЕ ЕЗЕШ, Rne 
Rk Z US OLE gm Ipfi Agi g). inj F ba ue f ir FE 2 TL HaT 
实体 的 空间 是 无 限 的 . pied RENE AI. 'BD-- 809 EER JL 
"íi. 1916 证 爱 因 斯 坦 的 让 六 柑 村 论 正 是 对 后 ВРБЕ 
Жин Y ЮЕ]. 


在 我 看 来 . 如 果 我 们 的 КЕН 
和 行星 的 物质 , UE FEH 
所 有 物质 都 均匀 地 散布 在 
HAKKE., nmEPRTET 
对 其 他 所 有 笠 子 都 有 -个 
PEG НЗ, ПН 
ix T 35 Ph Hi fi E: rh B5 ЕТ 
空间 是 有 限 的 ,那么 、 这 个 
z [a] 2F у Kh Н Hi -F 21 
力作 用 赵 向 内 部 . Hun EL: 
EISE HS, Mihi 
形成 一 个 巨 去 的 球状 体 . fH 
是 ,如 果 物 质 均匀 地 和 分布 在 
- -个 无 限 的 空间 中 , 它 将 未 
Aq m EE Rd RR A. 
而 是 物质 的 一 部 分 到 成 - 
图， 另 -- 部 分 聚 成 另 gH. 
结果 会 形成 无 限 和 多 个 上 大 
的 物质 团 . HB ELR h 
Fr ta] BB p E ex 
很 下 能 是 太阳 和 恒星 的 形 
成 方式 . 

一 一 次 萨 克 - Ф фи 【1642 - 
1727) 
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feux. ВАНЯ ЛЕ. W X: 
的 科学 吸引 # A ET. 

新 的 技能 所 了 创造 性 的 艺 
Ж. 
BLBES ЦЕ А ERAS А 
WE, 

EAI GE LE IRE RIS Ж 
ИК ЧЇ x ; 

ficu A Fi SR Ay ih HE EE BS DR 
Wi . 

gt ВЕ X mE. 
— fü MA (1735- 
1803) 
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《几何 原本 》 在 数学 中 一 样 具有 权威 地 位 . 而 
且 , 直 到 本 世纪 开始 的 时 候 , 人 们 才 对 其 前 提 条 
Езер THER” 牛顿 理论 在 解释 所 有 的 已 知 
引力 现象 (行星 的 运行 、 潮 沙 现象 以 及 岁差 
中 的 成 功 ， 使 大 多 数 科学 家 相信 所 有 的 自然 现 
象 最 终 都 应 根据 若干 基本 原理 各 数学 方程 进行 
TRUM, 这 种 关于 大 自然 的 “决定 论 " 观点 会 在 其 
后 的 二 百年 里 统治 着 物理 学 , 同样 , 直到 本 世 
纪 初 人 们 才 对 此 提出 疑问 , 并 且 用 一 种 更 “ 概 
率 论 "的 观点 取代 了 它 . 到 此 为 止 ,人 类 好 和 像 已 
FA TRAFARET A HESTEAREN 
ij. 


D <ñ КАЯН ЗЕ ЕУ. Scop JPL PB > {Philosophiae Naturalis Princip- 
ia Mathematica) 采用 了 具有 《几何 原本 》 特 征 的 严谨 风格 , 此 定 
义 ,公理 种 命题 都 按照 一 种 精心 设 定 的 逻辑 顺序 排列 ; SES 
师 受 到 了 他 的 古代 前 华 确 立 的 传统 的 影响 ， 因 鸭 他 对 希腊 科 
学 怀 有 深 诬 的 敬意 . 令 人 惊奇 的 是 ,他 的 著作 从 未 使 用 微 积分 
学 这 门 由 牛顿 自己 在 二 十 年 前 已 经 创立 的 ， 并 且 很 抉 将 成 为 
物理 学 不 可 分 割 的 工具 的 数学 分 支 , 相反 , 《自然 暂 学 之 数学 
EGER FERRER LEHE, 这 妈 可 以 看 出 欧 几 里 得 的 影响 . 
这 部 著作 1687 年 首先 以 拉丁 文 出 版 , 直到 1729 年 , 也 就 是 牛 
Фи НТ 2r f , 英 译 本 才 首 次 出 现 . 

© 古代 已 经 知道 这 种 现象 -一 地 轴 每 26 000 年 一 周期 
地 缓慢 旋转 ， 但 基 在 牛顿 之 前 一 直 没 有 人 对 这 种 现象 进行 充 
分 的 解释 . 牛顿 正确 地 把 岁差 归 因 于 由 于 地 球 不 是 -个 完美 
的 球体 而 引起 的 太阳 引力 牵引 的 摄 动 . 这 种 现象 可 被 比喻 成 
一 个 陀 嵌 ,其 运动 搓 外 力 所 扰 动 , 便 产 生 了 其 轴 的 缀 慢 进 动 . 


1203] 


ДЕА 我 有 一 种 强烈 的 预感 : 如 果 
恒星 的 数量 是 无 限 的 ， 那 么 它们 的 袖 
天 球 的 吾 个 外 观 将 被 照 亮 . 

—Ж{&Ж :哈雷 (1656 — 1742) 


边界 在 不 断 扩 展 、 这 不 仅 使 科学 界 为 之 省 
路 ,哲学 家 ,作家 ,博物 学 家 和 诗人 也 为 望远镜 
给 他 们 带 来 的 新 的 景致 而 欣喜 ， 现 在 他 们 开始 
描述 这 一 新 的 宇宙 论 . 他 们 的 想象 力 甚至 把 他 
们 带 到 了 望远镜 所 无 法 到 达 的 王国 . 作为 对 布 
鲁 诺 的 回应 ， 英 国 哲 学 家 和 诗人 亨利 . 莫 尔 
(1614 – 1687) 在 他 关于 世界 多 元 性 的 诗 里 写 道 . 


各 个 行星 世界 都 有 自己 的 中 心 一 一 太 


"e TIS AE SE E Cs X fik. 

ДЖ Ж — SÉ ЭК Pt E GE. 

它们 构成 了 一 个 整体 的 世界 ， 

令 我 无 限 神 往 . 这 样 的 世界 还 会 有 无 
限 多 啊 ! 

使 我 有 概 充分 的 理由 去 想象 上 帝 无 尽 
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的 善 ,无 尽 的 荣光 . 


ACT 1646 年 在 伦敦 发 表 了 他 的 诗歌 《 德 
并 克利 特 柏 拉 涛 主义 者 ;或 者 ,关于 来 自 柏拉图 
EWA ERER HRX) CR, 他 用 了 很 长 的 
题目 , 是 为 了 吸引 当时 读者 的 注意 力 ]. HRR 
仪 为 光 限 宇宙 中 遍布 着 无 数 个 像 我 们 的 世界 一 
样 的 世界 而 欣喜 ， 他 还 坚持 认为 时 间 也 是 无 限 
的 . 有 位 叫 爱德华 : 扬 (1683 1765) 的 诗人 曾 
“证 明 ”; 


met ta ak ЖЫЗ; 
有 了 这 不 言 自明 的 断言 ， 
我 便 得 到 了 片刻 的 时 间 ， 
去 呕 歌 时 间 的 无 限 ， 


他 甚至 预见 了 大 爆炸 和 宇宙 的 起 源 . 在 《 夜 思 》1204| 
中 , 当 他 对 光线 穿 过 无 限 的 距离 加 以 反思 之 后 ， 
写 道 : 


ФАЙ, FEAR, 
ЖБЖ q PERAZA, 
ШММ, 

自然 界 谴 生 时 发 出 的 光线 ， 
邻 天才 在 我 们 的 地 球 上 闪现 ， 


他 还 看 到 了 无 限 宇宙 和 无 限时 间 之 间 的 关系 ，: 


漫游 者 在 太空 无 休止 地 漫游 ， 


© dE T 5 — ҺЕ. 
scum р 15, 
村 有 上 时间 的 无 限 . 


大 空 所 展现 的 数学 上 的 壮观 ,使 扬 激动 不 已 ， 
然 古 他 义 让 自己 的 想象 力 弛 骑 到 未 知 的 旅程 : 


让 我 摆脱 了 地球 的 村 篇 ， 

让 我 离开 太阳 的 园 栏 ， 

Еф ap X ЁК; 

去 漫游 那 未 知 的 世界 ， 

去 漫游 那 醒 生 的 性 域 …… 

这 样 的 旅程 也 许 世 人 还 不 曾 听 说 ， 

而 漫游 者 却 早 已 在 下 上 大 步 向 前 . 

18 世纪 的 诗人 在 歌颂 “无穷大 之 美 ” 了 时 ， 

他 们 总 是 使 用 无 限 的 语言 去 描绘 世界 的 无 边 无 
际 ， 此 时 的 天 文学 家 对 太空 的 知识 也 在 不 断 扩 
Ж. 1781 年 。 德 国 出 生 的 英国 人 威廉 . АЖЫК 
В+ (1738 - 1822) (他 原 是 一 位 音乐 家 ,后 来 成 
为 一 位 天 文学 家 ) 发 现 了 一 颗 新 的 行星 一 一 天 
GR. VEYEBBOK IH 2g + E t; Ж ЇНЇР BS PH IR PL 
道上 绕 太 阳 运 行 . 这 个 发 现 是 自古 以 来 人 类 对 
本 阳 系 认 识 的 第 一 个 重大 进步 ， 它 在 科学 界 引 


OD 这 个 闻 组 来 自 马 乔 里 EE- PHAUSA) CHE EE 
ШЕЙ: 万 穿 大 的 美学 发 展 》 (W .W.Nonon. New York, 1959) 
- 书 . 她 在 这 本 书 里 曾 述 了 18 世纪 天 文学 的 重大 发 现 对 哲 沧 
家 和 自然 主义 作家 的 影响 .特别 对 他 们 有 关山 的 理解 的 影响 . 
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是 何等 伟大 的 转动 
最 先 把 席 大 的 行星 
І А ЕКА) Кх, 
HENAN 
LE ТОЛЕУ Д 
ped n В, 
VAL A fb f BOR РЕ 
tA AR T. 
— i£ '3 p - 
(1700 — 1749) 
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A. 


流逝 中 ， 
的 标记 ， 


б pdt 


起 了 巨大 的 反响 . 随后 又 发 现 了 一 些 新 天 体 . 
首先 是 1801 年 关于 小 行星 的 发 现 , 其 后 又 发 现 
了 数 以 百 计 的 小 行星 . 天 文学 家 又 通过 望远镜 
ERTILA AZARES TARS E. 同 
时 , 主要 行星 的 已 知 卫 星 的 数目 也 不 断 增 加 ( 替 
歌 陡 在 他 发 现 了 天 王 星之 后 的 六 年 时 间 里 ， 又 
发 现 了 它 的 两 颗 卫 星 ) . 最 为 重要 的 是 ， 天 文学 
家 借助 高 倍 望远镜 ， 又 把 他 们 的 目光 转向 了 太 
阳 系 以 外 的 星体 . 赫 歌 耳 用 他 的 和 0 英尺 长 、 直 
(€ 48 英 寸 的 望远镜 对 天 空 进行 了 系统 观察 , 发 
现 了 上 百 晒 双 星 三星、 星团, 以 及 当时 性 质 还 
不 能 确定 的 天 体 , 即 所 谓 的 “星云 "一 一 这 一 术 
语 揭示 了 它们 模糊 、 漫 延 的 外 观 特 点 . ЕН 
的 包子 约翰 (1792 - 1871) 把 他 父亲 那 范围 广泛 
的 观测 工作 深信 到 南半球 ， 标 志 着 天 文学 界 的 
研究 重点 从 太阳 系 转向 了 其 他 恒星 ; 这 项 研究 
的 顶峰 是 加 世纪 20 年 代 对 我 们 所 在 的 星系 结 
构 的 发 现 . 

当然 ， 对 于 银河 系 的 思考 可 以 追溯 到 古代 . 
正如 我 们 所 知道 的 ， 德 并 克利 特 侍 在 公元 前 3 
世纪 就 已 对 银河 系 的 真实 性 质 进 行 了 预测 一 一 
它 是 一 个 由 看 起 来 隐约 不 清 的 、 遥 远 的 恒星 组 
成 的 巨大 的 集合 体 . 但 对 多 数 人 来 说 ， 肉 眼 所 
能 看 到 的 银河 只 是 一 条 漫延 的 光 带 ， 一 条 牛奶 
河 或 火 河 . (实际 上 ,犹太教 的 《 塔 德 本 经 》 所 提 
到 的 “Nahr - di- Nur” 意 为 火 河 ， 现 代 英语 的 
"galaxy" —i8]3E A TIT i Via Lactea, 意 为 “ 生 奶 
之 路 "、) 正如 我 们 所 知道 的 那样 ， 伽 利 略 首次 
用 望远镜 辨析 出 银河 是 由 无 数 颗 单个 的 恒星 组 
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成 的 ， 由 此 证 明了 银河 不 是 由 连续 不 断 的 物质 
组 成 的 . 但 是 ， 有 关 这 一 结构 的 第 一 个 详细 理 
ib, 只 是 到 了 1750 年 才 由 达 勒 姆 的 托马斯 * 赖 
特 {171] 1786) (英国 仪器 制造 商 和 天 文 爱好 
i) 提出 . 在 他 的 著作 《宇宙 的 新 理论 或 新 假 
说 》 中， 他 提出 恒星 位 于 两 个 无 穷 大 的 平面 之 
[8] ,它们 形成 一 个 摩 度 有 限 的 瑟 太 平板 , 像 一 块 
很 大 的 磨 石 一 样 〈 见 图 26.1) 在 慢 慢 地 绕 着 自 
: TRAC Ec E 


El 26.1 ЕБ - Жї 
《宇宙 的 新 理论 或 新 假说 》 
(1750) -- 书 中 关于 恨 河 的 图 
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В 262 RÈNG: ERE 
围绕 着 太阳 s 的 运行 . 在 恒 
м Piti r fO б 
f£. WO a. 
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已 的 中 心 旋转 . 如 果 我 们 从 这 一 “平板 "的 内 部 
观察 ,那么 当 我 们 沿 着 中 心平 面 观察 时 ,很 自然 
要 比 从 其 他 任何 方向 观察 时 能 看 到 更 多 的 措 
星 ， 因 此 产生 了 环绕 天 空 的 是 一 条 连续 不 断 的 
微弱 光 带 的 错觉 . 实际 上 ， 赖 特 已 非常 接近 对 
银河 系 真实 结构 的 理解 ， 当 然 我 们 现在 知道 不 
仪 它 的 厚度 是 有 限 的 ， 而且 它 的 直径 也 是 有 限 
的 ,况且 宇宙 中 还 有 无 数 其 他 银河 . 

不 过 ， 此 时 仍然 有 一 个 问题 尚未 找到 管 
ж: 恒星 之 间 的 距离 到 底 有 多 远 ? — H gk 
蝇 天 球 的 概念 被 抛弃 ， 有 一 点 就 变 得 十 分 明 
T: 恒星 离 我 们 一 定 很 远 ， 但 基 这 些 基 离 仍 
然 是 以 太 委 系 的 大 小 为 尺度 所 短 的 估计 ， 而 
Н.Е А эз ЯН ааг. 德国 天 文学 家 
弗 雷 德里 克 + 威廉 . 贝 塞 耳 (1784 — 1846) 
是 第 一 个 对 这 个 急迫 问题 给 出 明确 答案 的 
A. 1838 E, fh pR ZD Nb aN E T X RR EE Bis ER 61 
由 于 地 球 的 旋转 而 引起 的 视差 ( 见 图 26.2). 
当时 人 们 已 经 知道 这 颗 恒 星 的 自行 速度 很 
I. 说 明 它 离 我 们 很 近 . (自行 是 一 个 天 体 相 
对 于 遥远 太空 的 实际 运行 ， 与 之 相反 ， 视 运 
动 仅仅 是 由 于 观测 者 自身 的 运动 而 引起 的 .) 
尽管 贝 塞 耳 测 出 的 视差 极 小 大 约 为 一 
SUE (月 球 的 视 直 径 为 一 弧度 , 或 者 1800 3 
Ж) 一 一 这 使 他 能 够 运用 简单 的 三 角 学 方法 
算出 恒星 的 距离 . 他 的 结果 令 人 非常 吃惊 ; 
11 光 年 ， 或 者 “TX. 贝 塞 耳 不 久 又 发 现 
了 我 们 最 近 的 邻居 一 一 半 人 人 马 谭 a E, TE 
ЖАП 4.3 光 年 , 是 人 类 已 知 的 离 太 阳 系 最 近 


{ 


_ 


206] 


2071 


1208] 


Bf ERU. 这 可 以 说 是 人 类 第 一 次 知道 太阳系 
以 外 宇宙 的 大 小 . 

TE Ul EMERE 61 的 视差 的 十 二 年 
前 ,一 篇 文章 提出 了 这 样 一 个 回 题 :为 什么 晚上 
天 空 是 黑 的 ? 但 这 篇 文章 未 受到 普遍 关注 . X 
章 的 作者 海内 里 希 ， 奥 尔 勃 斯 (11758 - 1840) 的 
名 宁 并 不 在 伟大 的 天 文学 家 之 列 ， 但 是 他 的 贡 
献 却 是 巨大 的 . 他 的 发 现 包 括 两 颗 新 的 小 行 
星 : 智 神 星 和 让 神 星 ,一 颗 以 他 的 名 字 命 名 的 在 
E. 他 还 在 谷 神 星 “失踪 "了 几 年 之 后 又 重新 发 
现 它 . 但 是 今天 人 们 知道 奥 尔 孝 斯 的 和 名字. + 
要 是 因为 他 在 1826 年 发 表 了 题 为 < 论 太空 的 透 
明 》 一 文 , 他 在 文章 中 提出 了 他 的 著名 样 计 : 如 
果 像 当时 所 普遍 认为 的 那样 ,宇宙 是 无 限 的 ,而 
县 如 果 我 们 假设 重 星 总 的 来 说 均 句 地 分 布 在 大 
空 之 中 { 即 如 牛顿 曾 猜想 的 那样 ,是 册 质 的 和 各 
向 同性 的 ), 那么 , 从 地 球 的 任何 角度 出 发 的 视 
Ее Ир ЕК ЖЕН Ө. 而 我 们 得 到 的 来 自 
任何 地 方 的 光 的 强度 都 遵循 “平方 反比 律 "一 一 
光 强 度 随 光 源 和 观测 者 之 间距 离 平方 的 增 大 而 
减弱 ”， 另 一 方面 ， 刚 才 提 到 的 假设 意味 着 我 
们 可 以 认为 宇宙 是 由 以 观测 者 为 中 心 的 无 穷 多 


Ф 实际 上 , 半 大 马 订 a 昨 是 . -个 三 星系 统 .其 中 最 暗 的 
UBUCSER (1915 年 被 发 现 ) 目 前 距 我 们 具有 4,2 ЖЕЗ. 

局。 我 们 想起 了 和 牛顿 的 下 有 引力 定律 cd E T ER 
REIR. SPF N НП УАК, 但 两 个 定理 开 不 相关 : ЖИДЕ 
APER CT PS hag Lj otia. (也 就 是 面积 随 着 线 福 忆 
度 于 广 的 增 大 而 增 大 }， 击 万 有 引 为 定律 是 纯 物 理学 定律 ， 它 
的 排 昨 要 复杂 得 多 . 
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作 这 此 之 外 ,还 有 其 他 的 太 
B, Eni SGT ЛЕА EH S 
所 光明 和 生命. THERE. 
Миң Гер TOmifE 
E, Wb: di S ed ER, € 
ГН Зу A ТЕЗ ДШ. ë 
ГГ Rue. ix 838 tB 
PIE 4 E. 
ii ELE AB AE FE E T 
ж". ЕГАР, 规则、 和 和 
ШЕК BE Rs Bá ЛЕ 
йй, h ТНА -iE 
Fee gkh. ДЭН: K HH Fatt 
FEE Ag de Zk Б АЖ 
HUER Bb vir W — РЬ BJ BE 
的 比例 , 大概 不 会 超过 - -i 
水 与 海洋 的 比 便 . 

一 一 入 世纪 夫 交 学 教科 韦 
(UK IS EHE PESE. Elijah H. 
Вшті  , E845 年 版 ) 
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个 厚度 相等 、 直径 不 断 增加 的 天 球 壳 层 组 成 . 
{当然 , 这 些 过 层 与 希腊 人 的 水 晶 天 球 无 关 ; E 
们 只 是 为 了 简化 对 这 一 问题 的 数学 分 析 而 使 用 
的 一 个 概念 上 的 方法 ， 这 与 将 一 个 固体 分 解 成 
小 “薄片 ”, 然后 根据 小 薄片 计算 固体 的 体积 的 
方法 相似 . ) 根 据 初等 几何 原理 , 每 一 个 党 层 的 
体积 (由 此 可 推断 这 个 过 层 包 合 的 恒星 的 数量 ) 
随 着 这 个 壳 层 半径 平方 的 增加 而 增加 . 因此 奥 
尔 勃 斯 指出 ， 离 我 们 更 远 的 地 方 比 离 我 们 更 近 
的 地 方 有 更 多 的 恒星 ,这 一 事实 正好 抵 销 了 我 
们 接收 到 的 每 一 个 单个 恒星 的 光 强 度 的 减少 . 
因此 ， 我 们 从 每 个 单个 壳 层 接收 到 的 光 的 总 体 
应 该 是 一 个 常数 ， 即 与 壳 层 的 半径 无 关 . 我 们 
得 到 的 来 自 所 有 索 层 的 光 加 在 一 起 ， 结 果 焰 是 
无 限 的 . 也 就 是 说 , 夜晚 的 天 空 远 非 是 黑暗 的 . 
有 了 宇宙 中 所 有 恒星 发 出 的 光 ， 夜 晚 的 天 空 应 
该 是 亮 的 ! 

为 了 解释 这 一 伴 请 ， 奥 尔 勃 斯 给 出 了 -个 
可 信 的 解释 . 他 提出 恒星 之 间 的 太空 充满 了 由 
宇宙 尘埃 组 成 的 黑 云 、 这 些 星 际 尘埃 部 分 地 吸 
ТА TETEE. 后 来 证 明 这 一 假设 
是 正确 的 . 但 是 我 们 今天 还 知道 ， 星 际 尘 埃 的 
总 量 并 不 足以 将 来 自 还 远 恒 星 的 光 减 少 到 这 一 
假设 所 需要 的 程度 . 当时 的 人 们 无 法 预料 到 有 
关 奥 尔 拖 斯 伴 语 的 正确 解释 ， 因 为 这 涉及 到 作 
为 这 个 伴 雇 基础 的 向 种 假设 的 正确 性 ; 一 个 无 
限 的 . 同 质 的 和 各 向 同性 的 宇宙 ( 奥 尔 勃 斯 在 这 
个 假设 上 又 加 上 了 另 一 个 不 盲 而 喻 的 很 设 一 一 
字 宙 的 年 龄 无 限 老 ,而 且 从 有 时 间 开 始 到 现在 


它 并 没有 发 生 多 少 变化 ,期 这 个 宇宙 是 静态 
的 )}. 现在 我 们 知道 宇宙 是 有 限 的 , 而 且 在 不 断 
ШЕК: 下 是 这 种 膨胀 通过 我 们 将 在 下 一 章 要 讨 
论 的 " 红 移 "现象 ,减少 了 我 们 从 遥远 的 恒星 ( 实 
际 蕊 是 星系 ) 所 得 到 的 光 的 总 量 . 

{НАГИ ДЕТАЛ Ж жт BIZ БИ ЕЙТЕК), 因为 
КУ СТРУН (UE B an) ЕНА 
信息 ， 无 蝎 注 意 在 当时 看 来 至 多 不 过 是 一 种 思想 
游戏 的 理论 问题 . 奥 尔 近 斯 的 伴 雇 很 快 就 被 人 们 

12001 所 遗 襄 .只 是 在 我 们 这 个 世纪 ， 当 它 的 真正 意义 
被 认识 到 之 后 ， 它 才 被 人 们 重新 发 现 了 ， 与 此 同 
时 ,各 种 各 样 的 发 现 仍 然 有 增 无 减 . 1814 年 ,德国 
的 光学 仅 器 制造 技师 约瑟夫 ， 夫 妆 和 费 
(1787 - 1826) 发 现 当 阳光 穿 过 细 颖 然后 又 穿 过 楼 
镜 时 ,所 产生 的 光谱 被 数 百 条 细小 的 暗 线 横 穿 , 每 
一 条 者 形成 细 链 的 一 个 图 象 . 这 标志 着 光谱 学 的 
诞生 ， 它 后 来 成 为 我 们 探索 恒星 物理 结构 
天 体 物理 学 的 实质 一 一 的 主要 工具 外 1846 年 


Ф 与 尔 孝 斯 并 不 是 第 一 个 发 现 这 个 伴 熏 的 人 . 埃 德 蒙 - 
了 哈雷 先 于 他 一 个 世纪 { 套 见 本 章 开始 时 哈雷 的 语录 ), 而 牛顿 
在 探讨 宇宙 的 无 限 性 . 同 质 性 和 各 向 同性 时 ,已 经 意识 到 光学 
ERRI AAWE. 有关 伴 雇 的 详细 历史 ， 请 套 阅 斯 坦 利 ` 
ТОЛАС ТЕТ ТЕВЕ E GER Herder, New York , 19691 — 
F. 还 可 参阅 爱德华 . R， 哈里 森 发 表 在 1974 年 2 月 《现代 物 
BE) RER 加 - 36 页 的 《为 什么 夜晚 无 空 是 黑 的 》 -- 文 ， 

全 ” 在 夫 衣 和 费 之 前 就 有 人 发 现 了 光谱 线 ， 但 他 发 现 了 
500 多 条 ， 其 中 既 有 太阳 光谱 线 ， 也 有 其 他 恒星 的 光谱 线 . 25 
而 ,这 还 有 待 古 斯 塔 去 ' 罗 拆 特 . GEEK (824 1887}4} Ж 
氏 光 谱 线 的 重要 性 进行 正确 解释. 当 -- (下 转 第 280 页 脚注 》 
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又 有 一 颗 行 星 被 发 现 , 这 次 不 是 出 于 偶然 .而 是 


一 次 数学 创造 性 的 竹 利 ” 天 文学 家 有 这 人 么 客 
的 发 现 需要 思考 ,因此 ,他 们 忽视 了 奥 尔 勃 斯 的 
伴 雇 也 就 不 足 为 奇 了 . 夜空 的 黑 瞳 还 将 在 另 一 
个 世纪 里 继续 保持 着 ， 直 到 有 谁 再 次 为 它 感到 
困惑 . 


(上 接 第 279 页 脚注 ) 种 化 学 元 素 加 热 到 --- 定 的 温度 时 , 它 就 
开始 案 出 其 有 省 种 波长 的 明 竞 射线 的 特定 色 容 光谱 }. 每 种 
元 束 部 有 其 独特 的 发 射 谱 线 , miL, 即使 这 种 元 素 与 其 他 元 素 
一 起 存在 于 -… 种 化 会 物 中 , 它 的 发 射 谱 线 也 不 会 发 生 改 变 . A 
此 ,通过 分 析 发 光 物 二 (例如 恒星 ) 的 光谱 ,就 可 推断 出 该 发 光 
物体 的 化 学 成 分 - 基 尔 如 夫 发 更 模 穿 太阳 光谱 的 骆 线 正好 与 
其 他 元 素 发 出 的 明亮 谱 线 的 波长 相同 . 因此 他 得 出 这 样 … 个 
正确 结论 : 这 些 暗 线 是 由 太阳 厌 气 层 中 存在 的 较 疹 的 气体 吸 
收 相 应 的 波长 形成 的 . 这 曾经 是 而 且 仍 然 是 关于 天 体 物 理 结 
构 的 一 个 人 基本 的 信息 来 源 . 

CO 。 我 们 已 经 知道 天 王 星 的 计算 就 道 和 我 们 观察 到 的 实 
际 轨道 是 有 差异 的 . 当 协 调 这 两 个 轨道 的 所 有 尝试 都 失 同 之 后 ， 
人 伯 这 识 到 做 乎 某 个 未 入 的 ,天王星 之 外 的 行星 扰乱 了 它 的 " 正 
W OB ЖЫЙ} 库 奇 * 亚当 斯 11819- 1892) 和 法 周 的 于 
AUIE + ib - ТИЕ - 勒 维 耶 (1811—1877) 各 自 独 立 开始 了 计算 
这 个 未 知行 星 位 置 的 工作 . 后 来 ,德国 人 约翰 - EERE- 加 
8 1812 - 1910) 取 得 了 最 后 的 成 功 一 一 他 于 1846 09 Н 23 日 发 
现 了 那里 行星 ,并 且 儿 乎 就 处 在 人 人 预测 的 位 置 上 . 搜寻 这 晒 行 
星 的 灰 事 具备 人 人间 戏 剧 的 所 有 因素 ， 它 的 主要 演员 是 亚当 斯 和 
复 威 耶 ， 他 们 没有 陷 人 到 谁 对 这 一 发 现 具有 优先 权 的 激烈 争 论 
中 { 像 和 牛顿 和 莱 布 尼 兹 美 于 谁 是 微 积分 学 的 发现 者 的 争论 那 
样 ), 而 是 互相 承认 对 方 的 贷 献 .并 且 最 后 成 了 好 朋友 . 搬 并 人 类 
这 过 不 说 ,海王 星 的 发 现 再 次 证 明 数 学 不 仅 具 有 解释 已 知 更 象 
的 能 力 , 而 且 还 具有 预测 未 知 现象 的 能 力 . HI- 格 罗 瑟 著 QS 
ЖА КЖ BE Dover Publications, New York, 1979) - -Hp Erde Ж 
有 关 这 -- 事 件 的 精彩 措 述 . 
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第 27 章 不 断 膨胀 的 宇宙 


我 们 的 空间 尽管 没有 这 界 ， 但 它 
却 是 有 限 的 ， 这 一 点 相当 背 定 . 无 限 
空间 只 不 过 是 人 类 思想 的 一 个 丑闻 . 
Жн е. 


如 果 你 在 一 个 晴朗 无 月 的 秋 夜 走 到 户外 ， 
仰望 仙女 座 ， 那 么 你 一 腿 会 看 到 一 个 昏暗 模糊 
的 光 点 . 从 外 表 上 看 ， 它 无 法 与 天 空中 的 一 些 
更 壮丽 的 景观 相 娘 美 ,例如 月 球 的 表面 或 者 土 
星 的 环 ， 而 且 即 使 是 望远镜 也 不 能 揭示 更 多 的 
细节 : 你 会 发 现 带 有 一 个 中 心 肯 聚 核 的 椭圆 结 
构 轮廓 ,而 这 就 是 你 能 够 知道 的 一 切 . 然而 ,在 
你 以 为 这 个 物体 不 重要 而 不 再 考虑 它 之 前 ， 停 
下 来 想 一 想 : 你 看 到 的 正 是 仙女 座 的 大 星云 , 它 
是 我 们 这 个 银河 系 的 姊妹 星系 , 距 我 们 2000000 
光 年 ， 它 是 人 的 肉眼 能 够 看 到 的 最 远 的 物体 . 
事实 上 你 在 仰望 无 穷 远 人. 


Q 。 如果 不 使 用 摄影 技术 .即使 是 最 大 的 望远镜 也 本 能 
指示 出 关于 河 外 天 体 的 更 多 细节 . 图 27.1 给 出 的 抽 女 星系 奇 
WEE FERT fa WCG In ns SR 
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在 1924 年 , 仙女 座 的 大 星云 被 确认 是 一 个 
“宇宙 岛 ”一 个 本 身 就 够 资格 的 银河 . 美国 天 
文学 家 埃 德 温 - 哈 寺 (1880 — 1953) 在 那 一 年 使 
用 加 利 福 尼 亚 柏 萨 迪 纳 威尔逊 山 天 文 台 的 强大 
的 100 英 寸 (当时 世界 最 大 ) 望远镜 , 辨别 出 了 
那个 星云 稼 上 的 单个 恒星 . 这 样 一 来 ， 在 整个 
19 世纪 一 直 攻 惑 天 文学 家 的 一 个 谜团 终于 被 
开始 的 时 候 . EATR ADI. 
O Ses 自从 19 а ЕН RUN ЖШШЕ, 
| E Z ОЙЛЕ ЗКЕН. ЖЕ S RE: d 08 h A 
光 组 成 的 模糊 斑点 ) 一 直 是 令 天 文学 家 感到 莫 (2121 
明 其 妙 的 东西 . 有 些 星云 (例如 猎户 座 的 ) RE 


图 27.1 Шаке. 
Wi B GRE ROS bk bk E: 
Ж. 它 是 肉眼 所 能 看 到 的 最 
ЖИ. 它 距 我 们 约 20077 
XE. ап U X Xx ац 
B. 
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然 是 巨大 的 气体 云 ， 它 们 被 附近 的 一 些 明 亮 的 
恒星 照 赏 ;其 他 的 本 身 则 是 一 些 星团 ,通常 有 一 
种 球状 结构 , i НДЕ JLT. (壮观 的 起 
仙 座 M13 球状 星团 是 其 中 最 著名 的 一 个 .) @ 
经 有 一 段 上 时间， 这 些 星云 被 认为 对 天 文学 家 谍 
足 轻 重 ， 因 为 其 模糊 的 外 表 很 容易 被 误 认为 是 
НЕ. (在 当时 ,寻找 新 的 太阳 系 成 员 仍然 
被 认为 是 天 文学 的 主要 任务 . ) 实际 上 ,为 了 如 
免 这 种 混淆 ， 法 国 天 文学 家 夏 尔 : 梅 西 耶 
{1730 一 1817) ТЕ 1781 至 1784 年 间 编 制 了 一 个 
由 103 个 插 云 天 栖 组 成 的 表 ， 每 个 星云 天 体 都 
有 其 确切 位 置 及 其 在 望远镜 中 的 外 表 描 述 . 
梅 西 耶 的 表 至 今 还 在 使 用 ( 合 如 ftl ic EE EB zz 
列 为 M31) 一 一 尽管 从 那 以 后 已 知 星云 的 数 且 
已 大 大 增加 :至 1900 年 已 知 芍 15 000 T. 

梅 西 耶 表 中 的 天 体 ， 约 有 三 分 之 一 在 从 望 
远 镜 观察 时 展示 出 一 个 清晰 的 椭 男 形状 ， 因 而 
司 它 们 明显 地 区 别 于 模糊 的 、 无 定形 的 气体 星 
=. 有 一 些 甚至 呈现 一 些 从 其 梢 圆 内 核 伸 出 来 
的 暗 痰 的 旋 臂 ， 像 是 一 个 旋转 的 酒水 器 留 下 的 
痕迹 . 然而 , 甚至 是 19 世纪 最 大 倍数 的 望远镜 
也 不 能 分 辨 出 椭圆 星 云 中 的 单个 恒星 一 一 这 个 
事实 引发 了 现代 天 文学 的 一 个 最 激烈 的 争论 . 
绝 大 多 数 天 文学 家 相信 这 些 星 云 是 我 们 银河 系 
的 一 部 分 ， 可 能 位 于 银河 系 的 最 外 层 边缘 . 然 
而 ,有些 人 推测 它们 可 能 是 与 我 们 的 银河 系 相 
似 且 距 我 们 非常 遥远 的 银河 系 . DIOE 
^R ` ВЕЙ (1724 - 1804) 是 这 种 观点 的 一 个 著名 
支持 者 ， 他 在 篇 姆 斯 . 赖 特 发 表 其 银河 理论 之 


谁 能 数 出 海中 沙 粒 、 雨 中 水 
ЛЯ ЛП Ж.Н Н) Ж? 
—— {ЖМ : 2 
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后 仪 过 了 五 年 (Вр 1755 年 ) 便 提出 了 一 个 大 胆 
的 设想 ; 整个 宇宙 包括 很 多 个 “宇宙 岛 ” 或 者 星 
Ж (这 是 后 来 的 叫 法 ) O. 这 当然 使 人 们 起 起 乔 
尔 达 诺 ， 布鲁诺 的 无 限 宇宙 观点 一 一 这 些 宇宙 
中 充满 了 无 限 多 个 像 我 们 的 太阳 一 样 的 恒星 ， 
只 是 康德 的 想象 规模 更 宏大 . 与 布鲁诺 一 样 ， 
康德 没有 借助 严格 的 观察 证 据 支持 他 的 观点 ， 
但 是 历史 将 证 朋 他 是 正确 的 . 

直到 放大 倍数 更 高 的 望远镜 能 够 揭示 椭圆 
星云 的 特性 之 前 ， 没 有 任何 东西 可 以 扬 示 椭圆 
星云 的 奥秘 . 只 有 等 到 本 世纪 , MEF 1924 年 
在 仙女 星系 的 臂 上 发 现 了 单个 恒星 的 让 在 ， 才 
使 局 面 变 得 明显 有 利于 康德 的 理论 . 不 过 ， 关 
于 椭圆 星云 是 河 外 天 体 的 无 可 辨 驶 的 最 终 证 
明 ,是 在 同一 年 完成 的 , 当时 他 已 经 能 够 辨别 那 
个 星云 中 的 一 种 特定 类 型 恒星 〈 据 此 可 以 推算 
出 其 距离 ). 这 就 是 称 为 造 父 变星 的 那 一 类 便 
星 , 其 名 称 来 自 仙 王座 ,因为 在 仙 王 座 上 发 现 了 
第 一 颗 这 类 恒星 . 正 像 它们 的 名 字 暗 示 的 那 
样 ， 变 星 是 一 种 亮度 随 着 时 间 推 移 而 变化 的 恒 
星 . 有 些 变 星 以 一 种 不 规则 的 、 不 可 预测 的 方 
式 改变 其 亮度 ;而 另外 一 些 是 周期 性 变星 ,其 光 
曲线 像 一 座 可 靠 的 钟 一 样 有 规则 地 重复 . 这 种 
规则 性 的 原因 可 能 仅 仪 是 因为 一 颗 较 略 的 恒星 
周期 性 地 从 它 较 亮 的 同伴 前 面 经 过 ， 部 分 地 把 
较 亮 的 恒星 从 我 们 的 视线 中 造 项 起 来 . 然而 ， 


б) ај "HESS" (island universe] R: filii pao toon ur 
Же ЧЕН А: - 03 - HER (1769 - 1850) E ERIS, 
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更 常见 的 情况 是 这 种 变化 来 自 该 恒星 本 身 内 部 
发 生 的 某 种 物理 过 程 , 例如 该 恒星 直径 的 脉 
动 ， 好 像 它 在 呼吸 一 样 . 造 父 变星 属于 后 一 种 
类 型 . 然而 ,它们 之 所 以 奇特 , 是 因为 其 周期 直 
接 与 其 党 度 有 关系 :， 具有 相同 周期 的 所 有 造 父 
变星 都 有 大 致 相同 的 绝对 亮度 . 所 以 ， 我 们 通 
过 观察 其 颗 造 父 变星 的 周期 便 可 推导 出 其 绝对 


后 ,通过 绝对 亮度 与 视 亮度 ( 亦 即 我 们 实际 观察 
到 的 亮度 ) 的 比较 , 便 可 以 运用 平方 反比 律 推导 
出 这 颗 恒 星 的 距离 . 这 样 一 来 ， 造 父 变星 就 成 
为 一 种 字 宇 尺度， 天 文学 家 借助 它 便 能 确定 众 
{2151 E REHEB. 230535 1924 年 在 仙女 座 星云 


图 27.2 ШЕНЕ ЕВ. 
除了 清晰 划 定 的 图 象 (表示 
我 们 自己 银河 系 的 恒 单 ) 以 
外 ,该 昱 片 中 的 每 个 活体 都 
dà CRX. 所 有 的 团 状 旦 
BBB J| Pie Е—&®. 这 
个 星团 CES staf ТИ 
座 的 我 们 银河 系 中 的 球状 
E BI ML ЖЕЖ) Eii] 
HEEF. OK tui K < 


бин. 
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HH ETER r l p АЧ Ж 
HP. ШЕН ӘР, үз 
X dETE ZO УН FEB. 
(E. Т lk Ek 
dE Erb ZANE 
ШЕ. ЕЛЕЙ BE 
BM... {ЕНГ {ү n I Fe 
b. йак TUER HERE {ЭНЕ 
К. fk Eig Fabi. & w 
宁 宙 中 .并 不 存在 终点 . 

— Pi SEE (ДУЛ 95 - 
55) 


辟 上 发 现 几 颗 造 父 变星 时 ， 他 立刻 就 可 以 确定 
其 距离 一 一 大 约 一 百 万 光 年 ， 从 而 把 它 放 在 了 
我 们 的 银河 之 外 自 那 时 起 ,这 个 舍 计 和 值 经 过 
了 修改 而 且 被 扩大 一 倍 , 但 是 , 正 是 哈 勃 原来 的 
发 现 牢 固 地 确立 了 宇宙 中 河 外 天 体 的 存在 . 
脸 鞠 对 仙女 座 星云 距离 的 测定 ， 与 一 个 性 
2 Hg 1 3E Hop ЖЕ 61 距离 的 视差 测定 所 
具有 的 意义 相 比 是 一 个 帘 厂 之 然而 ,此 后 不 和 
又 有 了 一 个 使 这 个 成 就 也 相形 见 纳 的 发 现 ， 证 
这 个 发 现 还 是 哈 勃 得 到 的 当 他 在 1929 1E 61 
究 几 个 河 外 星云 (从 现在 起 我 们 简单 电 称 为 尼 
系 ) 的 光谱 时 ,他 发 现 它 们 的 光谱 线 全 都 偏离 了 
它们 在 光谱 中 的 正常 位 置 . TUE. XT EX 
的 星系 来 说 ， 这 种 偏离 趋向 更 长 的 波段 一 -也 
就 是 说 向 光谱 的 红 端 偏 移 . PARERE F Fue T ix 
种 发 现 的 意义 :这 些 星系 正在 离 我 们 远 去 . 
为 了 弄 清 这 一 结果 的 原因 ， 我 们 必须 暂时 
离开 主题 回 到 1842 年 , 当时 奥地利 物理 学 家 讽 
BR . Ж 8J (1803 - 1853) 发 现 了 以 他 的 名 


TO ER LB. Mi 沙 普 利 11885 - 1972) 才 得 
以 确定 我 们 自己 星系 的 结构 一 一 -个 由 约 1 000 fe SUR if 
ПАО САК ЖЕЕ. WEF 100 000 光 年 . WAN 一 个 中 央 凸 起 
部 分 (表明 是 星系 的 核心 ). 我 们 的 太阳 位 于 该 星系 的 CPG 
+, Fe Ero] 30 000 JXEE— — Lj b B UL ERE E n pun 


更 近 的 信念 恰恰 相反 . 
D YEMUCABBHE E. ДН А 
Wr E. 使 用 它 得 到 的 任何 确信 度 只 能 达到 约 t00 光 年 ，-- 艇 说 


Ж, 基体 是 离 推 工 极 易 产 生 很 大 的 误差 , TERPKE US 
和 名 或 更 多 的 情况 也 并 非 罕 见 ， 


字 命 名 的 著名 效应 ， 当 波 的 传播 源 称 向 观察 者 
或 离 观 察 者 而 去 时 ， 观 察 者 接收 到 的 波 相应 地 
会 比 波 的 传导 源 发 出 的 波 变 短 或 变 长 . 拉 响 警 
币 台 向 我 们 然后 从 我 们 身边 经 过 的 救护 车 ,是 
说 明 多 普 勒 效应 的 一 个 常见 实例 ， ЖЕГИ ЖЕН 
于 声波 波长 的 增加 而 产生 的 音调 的 突然 降低 . 
多 普 勒 尿 来 的 发 现 仅仅 针对 声波 (事实 上 ,他 借 
助 一 个 坐 在 移动 的 列车 上 的 管弦 乐队 ， 进 行 了 
他 的 试验 ), 但 是 他 很 快 认识 到 一 种 类 似 的 效 
应 也 应 适用 于 任何 波动 现象 ,包括 电磁 波 ( 即 光 
1261 波 ) .威廉 : 哈 金 斯 向 士 (11824 — 1910) 在 1868 
年 发 现 ， 几 颗 恒 星 的 谱 线 偏离 太阳 光谱 的 正常 
位 置 ， 从 而 证 明了 这 一 发 现 的 正确 性 . 他 正确 


Ф 长 管 定性 地 看 声学 和 光学 凶 兽 勒 效 应 很 相似 ， 但 它 
们 在 定量 方面 木 由 同 . 这 是 因为 二 者 赖 以 发 生 的 环境 不 同 : 声 
波 在 物质 媒介 (空气 ) 中 传播 , 而 电 槛 波 则 由 电磁 场 本 身 传播 . 


两 种 效应 的 公式 明 : 
-一 Quer calva) 
lese 
了 Te " "EE 
= а (рр) 
V 1- (s e K li юы 


这 里 给 出 的 是 求 频 率 而 不 是 求 省 长 的 公式 . 在 两 个 公式 中 .7 
是 一 个 静止 的 观测 者 接收 到 的 诈 的 频率 ,六 是 由 移动 该 源 传 揪 
HERRE, o 是 波源 相对 于 观测 者 的 速度 (MPE ESA 
HEHE.» 为 正 ;如 果 它 接近 观 而 者 .* yi). 是 滤 的 速度 . 
通过 利用 一 个 从 观测 者 身边 退行 的 右上 度 为 波 速 - - 半 的 波源 
(exe = 172) ,可 以 看 出 两 种 效应 之 间 的 差别 (只 是 对 与 波 速 相 
似 的 高 速度 来 说 才 变 得 明显 }， 对 声效 应 来 说 f= (2/ Mrz 
0.6777, DECUS EIE, /= (V 373" -0. 58" .对 于 一 个 以 
РЁ ЕЛҮ 43 26 В А B cO UST) (Fie 288 页 脚注 ) 
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地 把 这 种 现象 解释 为 由 于 恒星 移 向 我 们 或 者 离 
开 我 们 而 引起 的 冤 普 勒 例 移 . 由 于 有 一 个 简单 
的 公共 把 波长 变化 与 波 源 速度 联系 起 来 ， 因而 
星体 的 视 阿 速度 (法 视线 的 速度 ) 可 以 以 很 高 的 
Té ni r EFK. EXE, SHE RE MAE 
ВЕН ЖЕЙ i Moe lE 2S RR БЕЗЕ SEE e ie fT UNA 
Ж КБУ li k nt ug 8: 

在 1929 年 的 历史 性 发 现 中 , RATIER 
星系 还 高 我 们 而 去 ， 而 且 其 退行 速度 与 其 到 我 
们 的 距离 大 致 成 正比 :一 个 星系 距 我 们 越 远 ,其 


退行 速度 越 块 … 这 个 著名 的 结论 就 是 哈 勃 定 [zl 


A 南昌 此 后 己 证 实数 于 个 星系 都 有 这 种 情况 

尽管 咯 壳 只 人 赋 究 了 很 少 的 量 系 一 一 那些 他 可 
PLE E P F сни АҢ 
基础 之 上 ,我 们 可 能 会 问 ; 是 什么 使 我 们 ( 即 银 
河 系 ) 那 么 特别 ,以 致 于 那些 星系 会 从 我 们 身边 
跑 开 ? 我 们 向 宇宙 的 其 余部 分 施加 了 某 种 排斥 


CAES 287 UR) 得 到 /= M f1. 30. Fe epi xen 
况 和 其 他 情况 的 总 结 , 它 给 出 了 对 了 于 不 同 的 ve 值 而 得 出 的 re 
IE: 


rre E X 
1/2 0. 67 0. 58 
1 0. 5 0 

- 1/2 2 1. 73 
-] E © 


© ШЕИ ЖДЕТ ИНЖЕ, AVI 
CWE dy НЕ fe Te ПИТ n E 3E SEP (本地 和 集团) 中 进行 的 ,这 
E oR. ШО ЖЕН СВК EU 200kmy see МЫЖ РЕ AE E Др. 
БҮЛ, Nori GER EXE 而 不 适用 于 由 于 邻近 
星系 的 引力 相互 作用 而 产生 的 局 部 运动 ， 


ATIJ? | {ж жож. XT 
(1882 - 1944) їй: "TE f iR Ж! ЧИЙ ТЇП A FE Z 3 
ERE I, ЧЕ AR Reg dr 1 ВОЗУ 
BE. U 

АЉ RF EAE h ЕК M AI DII ҮН Р ГУ 
BZK. PW mE БУ ЕНЕН — У 
Mhz ТРАЙ. ABAE ЕНЕНЕ Е. 对 特许 地 位 的 
否定 是 相对 论 的 基石 之 一 ， 马 宣称 物理 学 的 基 
本 定律 在 任何 空间 坐标 中 都 是 -- 样 的 ， 与 观测 
者 选择 把 自己 放 在 什么 位 置 无 关 , JH A: s: 
宙 党 方面， 这 个 原理 发 挥 着 重要 作用 . 作为 字 
H, 它 指出 ; 在 大 尺度 上 , 相对 于 地 球 上 
的 观测 者 和 撑 远 星系 中 的 观测 者 而 音 ， 字 宙 看 
起 来 应 该 是 一 样 的 ; 换 名 话说， 宇宙 是 均 司 的 
和 各 向 同性 的 . 当然 ,这 个 原理 无 法 被 证 明 GE. 
像 任何 物理 定律 都 无 法 从 数学 意义 上 锌 证 明 一 
HO. 然而 , 星系 在 天 空中 的 总 体 分 布 足以 使 人 
们 想到 这 一 点 . 而 且 ， 设想 其 他 情况 在 哲学 基 
础 于 也 是 不 能 被 接 爱 的， 尽管 哲学 论证 本 身 不 
应 是 科学 推理 的 唯一 或 主要 的 方式 ， 但 它们 作 
为 一 个 总 体 框 架 总 是 起 着 重要 作用 ， 我 们 的 笠 
学 观 就 是 在 这 个 总 体 框架 中 形成 的 . 宇宙 学 原 
理 因 为 这 些 原因 而 成 为 现代 宇宙 学 基本 的 工作 
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基础 

作为 宇宙 学 原理 的 随 之 而 来 的 逻辑 后 果 ， 
不 仅 我 们 看 到 星系 以 它们 到 我 们 的 距离 成 正比 
的 速度 远离 我 们 而 去 ， 而 县 任何 星系 中 的 观测 
者 也 会 看 到 其 他 星系 根据 同样 的 规律 远离 他 们 
而 去 . 换 句 话说 ， 桥 何 星 系 都 可 以 把 自己 看 成 
宇宙 的 中 心 . 并 且 会 发 现 哈 勃 在 1929 年 发 现 的 
结果 . 但 这 只 能 意味 着 一 件 事 : 宇宙 作为 一 个 
EHE E MEME. 这 种 情况 通常 被 比喻 成 表面 上 点 
绥 着 均匀 分 布 的 小 点 的 气球 . 当 给 这 个 气球 充 
气 时 ， 每 个 小 点 都 以 一 个 与 小 点 相互 间隔 成 正 
比 的 速度 远离 其 他 所 有 的 点 . 所 以 ， 每 个 点 都 
有 相等 的 权利 宣布 它 是 宇宙 (“宇宙 ”在 此 是 指 
气球 的 表面 ) 的 中 心 ,而 且 其 他 的 所 有 点 都 根据 
险 勃 定律 远离 它 而 去 ， 这 一 点 与 字 宙 学 原理 完 
全 一 致 . 

哈 勃 定律 可 以 用 数学 公式 表示 为 " = Ha, 
其 中 的 4 是 任何 星系 远离 任何 其 他 星系 的 退行 
ЖЕЛЕ, d 是 它们 之 间 的 距离 (以 光 年 计算 }. E 
MAF H 被 称 为 哈 孝 常数 (根据 宇宙 学 原理 ， 
对 任何 特定 时 间 的 所 有 星系 来 说 ，H 是 一 样 
的 ); 自前 它 的 值 被 估计 为 每 -- 百 方 光 年 SOkm/ 


然而 ,宇宙 党 原理 中 包括 的 修饰 词 给 "在 大 民 度 上 "很 
TES МЕА VELEGE SEDE, DR TB аў D HE A] 
FARSE HI 1Н xx REOR HEB E E HIC HE ER 2: БЕЗЕ Er ар 
能 性 的 存在 . 严格 的 均匀 CBE RI ADA ERR BU K E UE E 
TME) 只 是 一 种 理想 化 . 我 们 发 现 . SRL S EE - EE пр 
能 隔 结 成 小 群 或 团 块 , 即 通 过 和 把 太阳 系 约束 在 一 起 同样 的 引 
Ji ,把 它们 联 针 在 一 起 ! 见 图 27.2). 


[2181 


i219] 


sec. 这 就 是 说 ， 距 离 我 们 一 百 五 光 年 远 的 星系 
从 我 们 这 里 退行 的 速度 为 50kmy вес, 两 倍 远 的 
星系 的 退行 速度 也 是 两 售 ， 依 此 类 推 人 .但 是 ， 
我 们 必须 记 住 : 字 宙 学 参数 的 值 由 于 其 自身 特 
点 ,其 可 靠 性 存在 很 宽 的 误差 界限 LR IE 
不 例外 . 事实 上 ， 它 的 值 在 过 去 的 几 十 年 中 已 
修改 过 几 次 ,而 且 直到 今天 ,我们 还 能 发 现 从 上 
述 数 值 的 一 半 到 两 售 不 等 的 估计 值 ， 

在 哈 厚 发 现 星系 的 退行 现象 之 前 不 久 ,在 一 
个 更 理论 化 的 层次 上 , 出 现 了 另 一 方面 进展 . B 
从 消除 了 希 模 人 的 水 晶 天 球 的 概念 以 来 ,物质 宇 
宙 是 无 大 的 .空间 身 身 在 所 有 方向 上 是 均匀 延伸 
的 ( 即 欧 儿 里 得 式 的 )} 等 等 观点 ,已 普遍 为 人 们 所 
接受 . 这 种 假设 已 经 得 到 哲学 和 物理 学 上 很 有 
说 服 力 的 论证 的 支持 . 事实 上 , 早 在 公元 前 1 世 
纪 , 罗马 暂 学 家 卢 克 葬 修 (公元 前 99—55) 就 提 
th: 如 果 某 人 在 宇宙 的 边缘 投 出 一 支 标枪 , 很 难 
想象 有 什么 东西 可 以 使 标枪 的 运动 停 下 来 ;所 以 
宇宙 设 有 边界 ， 而 县 它 一 定 是 无 限 的 . (显然 ， 
卢 克 革 修 没有 区 分 “无 限 性 "与 “无 边界 性 "的 差 
别 , 这 种 区 别 将 在 以 后 的 非 欧 几 何 学 的 发 展 中 起 
着 关键 性 作用 . y 牛顿 在 后 来 也 得 出 了 相同 的 结 
论 一 一 尽管 他 的 论证 是 纯 物 理学 的 (ЖЕП Ж A04 
回 到 这 个 话题 ). 但 是 在 1917 年， 也 就 是 在 爱 
因 斯 坦 (1879 - 1955) 完成 了 他 的 广 六 相对 论 之 
后 仅 一 年 ， 他 发 现 他 的 场 方程 允许 一 个 意味 着 
宇宙 有 限 查 却 无 办 的 解 的 存在 ! 


b WI 288 页 脚注 他 


封 睹 的 星系 需要 封闭 的 空 
fa]. 如 果 这 种 体系 膨胀 ， 它 
就 需要 一 个 不 断 膨胀 的 空 
f&] . 
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就 是 一 股 烟 
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正如 我 们 在 第 I6 章 看 到 的 那样 , 爱 因 斯 坦 
使 用 非 欧 儿 何 学 描述 引 为 场 中 空间 的 特性 . 广 
义 相 对 论 认为 引力 是 一 种 场 特性 , 市 不 像 牛顿 理 
解 的 那样 是 -~ 个 在 一 段 距离 上 起 作用 的 力 “ 空 
问 自身 , 或 者 更 确切 地 说 其 几何 特性 СЕТУ 


而 这 个 强度 反 过 来 又 是 那个 点 上 物质 密度 的 国 
数 . 具体 说 来 ， 空 间 在 一 个 像 恒 是 或 星系 之 类 
的 巨大 物体 附近 变 成 了 “弯曲 "的 一 一 即 具 有 非 
欧 几 里 得 特性 . 当 爱 基 斯 坦 把 这 个 原理 应 用 于 
整个 宇宙 时 ， 它 发 现 其 平均 密度 足以 使 空间 自 
身 弯 曲 , 这 便 产 生 了 一 个 有 限 宇宙 . 然而 , 革 个 
人 可 以 无 限 地 沿 着 任何 方向 无 限 地 走 下 去 ， 而 
且 永 远 也 到 不 了 一 个 边界 , 从 这 个 意义 上 讲 , 这 
个 宇宙 是 没有 边界 的 . 这 使 我 们 马上 想起 了 我 
们 的 球形 气球 的 表面 , 但 是 必须 牢记 “真实 ” 空 


个 空间 尺度 (长 . 宽 .高 ) 和 时 间 组 成 . 事实 二， 
相对 论 认为 空间 和 时 间 是 一 个 不 可 分 割 的 整体 
(时 空 连续 统 )}， 其 中 的 每 一 个 点 代表 一 个 “ 事 
F”. 我 们 必须 在 这 种 情况 下 认识 爱 因 斯 坦 的 
FH. 

在 发 展 他 的 宇宙 模型 的 过 程 中 ， 爱 因 斯 坦 
碰 到 了 一 个 严 击 的 问题 . 根据 牛顿 的 引力 理 
论 , 只 有 无 限 的 ,均匀 的 .各 向 同性 的 宇宙 ,才能 


Q 与 广泛 流传 的 观念 相反 ， 爱 因 斯 则 的 引力 理论 与 牛 
BREL JE AFER. 只 是 改进 了 牛顿 的 宙 力 理论 . 实际 上 , 对 于 低 
速度 和 小 质 拭 来 说 ,这 两 种 理论 完全 - - 致 ， 


A р 


在 阻止 它 被 拉 向 其 中 心 所 需 的 引力 平衡 中 保持 
其 自身 状态 . 事实 上 ， 这 是 牛顿 用 以 支持 他 的 
宇宙 无 限 信 刷 的 主要 论据 . 但 是 ， 爱 因 斯 坦 的 
宇宙 是 有 限 的 . 为 了 保持 其 平衡 ， 他 被 迫 为 自 
己 的 方程 加 入 了 与 他 更 好 的 判断 相反 的 附加 
[220] 项 , 也 就 是 所 谓 的 “宇宙 学 项 ”. 与 牛顿 的 引力 
( 即 一 种 吸引 力 } 不 同 的 是 , 这 个 宇宙 学 项 代表 
了 一 种 排 诛 力 ， 其 效应 只 有 在 大 尺度 上 才能 感 
觉 到 . 当时 没有 任何 种 类 的 观测 证 据 能 够 支持 
这 种 力 的 存在 , 爱 因 斯坦 奶 人 它 是 极 不 情愿 的 . 
此 外， 这 个 附加 项 损坏 了 他 原来 方程 的 美学 简 
单 性 .而 对 简单 性 的 考虑 在 他 的 世界 图 案 中 占 
有 很 高 的 地 位 . AR, SEARRE RREI 
时 ,已 没有 必要 再 使 用 宇宙 学 项 了 ,而 且 爱 因 斯 
坦 很 高 兴 地 放弃 了 它 ， 称 他 原来 的 结论 是 他 曾 
经 做 过 的 “最 大 的 一 件 错 事 ”. 
爱 因 斯 坦 “ 在 无 限 远 处 的 困难 ”( 爱 丁 顿 语 ) 
出 现 的 原因 ,在 于 他 的 宇宙 模型 是 静态 的 ; 它 没 
有 考 虚 宇宙 在 时 间 上 的 任何 大 规模 演化 . 当 
然 , 这 与 比 哈 支 的 发 现时 十 二 年 的 1917 年 当时 
已 知 的 观测 事实 相 一 致 . 但 是 ， 在 爱 因 斯 坦 发 
表 了 他 的 结果 之 后 不 入， 又 有 人 提出 了 另外 两 
个 基于 广义 相对 论 的 模型 : 一 个 是 荷兰 天 文学 
家 威廉 . 德 - 西 特 尔 (1872- 1934) 提出 的 , 5 
一 个 是 俄罗斯 物理 学 家 亚历山大 , на 
(1888 - 1925) 提出 的 . 两 个 模型 都 显示 了 宇宙 
在 脱 胀 的 可 能 性 ， 而 且 当 这 一 点 被 险 勃 证 实 之 
后 ， 他 们 便 立 刻 获 得 了 声誉 . 如 果 爱 因 斯 坦 的 
宇宙 对 应 于 一 个 静态 的 气球 ， 德 ， 西 特 尔 和 上 弗 
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里 德 曼 的 宇宙 则 表现 为 一 个 连续 膨胀 的 气球 . 

如 果 宇 宙 在 膨胀 ， 那 么 一 定 曾 有 一 段 时 间 
它 比 现在 要 小 得 多 一 一 在 那 段 时 间 里 ， 星 系 和 被 
此 很 近 . 如 果 在 时 间 上 往 回 推断 ， 应 该 有 可 能 
估计 出 星系 咎 此 很 近 以 致 于 它们 形成 一 个 连续 
体 的 时 间 ， 也 就 是 宇宙 从 中 诞生 的 萌芽 时 期 . 
这 种 厚 始 二 包 括 宇宙 中 的 所 有 物质 和 辐射 ， 而 
且 被 浓缩 成 一 个 极 小 的 体积 【无限 密度 的 “ 奇 
м). 后 来 发 生 了 一 次 巨大 的 爆炸 ， 使 宇宙 处 
于 它 当 前 的 膨胀 过 程 之 中 . 这 个 事件 就 是 大 焊 
炸 , 它 是 任何 东西 一 一 我 们 今天 已 知 的 物质 { 即 
稳定 的 元 素 ) 、 能 量 、 空 间 和 时 间 一 一 的 开端 . 
根据 目前 为 人 们 接受 的 哈 勃 常数 ， 现 在 人 们 相 
信和 这 个 事件 发 生 在 一 百 二 十 亿 至 一 百 八 十 所 年 
前 的 某 个 时 间 . 

近年 来 ， 人 们 多 次 对 这 一 景观 的 细节 进行 
了 描述 ( 既 出 现在 科技 文献 中 ,也 出 现在 通俗 作 
5b P). 在 此 我 们 可 以 把 这 些 细节 放 在 一 边 . 然 


而 ， 我 们 必须 简要 地 谈 一 谈 在 20 世纪 各 年 代 (2211 


曾经 获得 主导 地 位 的 一 个 相反 的 理论 . 这 就 是 
稳 恒 态 宇宙 说 ， 它 宣称 宇宙 的 存在 形式 从 本 质 
上 讲 总 是 与 今天 我 们 知道 的 存在 形式 一 样 . 为 
了 说 明星 系 的 退行 现象 ， 稳 恒 态 宇宙 说 假定 物 
质 被 连续 地 创造 出 来 一 一 不 是 来 自 其 他 物质 或 
者 甚至 来 自 能 量 (根据 相对 论 ,物质 和 能 量 是 等 
价 的 } 一 一 而 是 来 自 虚 空 . 且 不 说 保持 当前 水 
平 的 宇宙 平均 密度 所 需 的 创造 物质 的 速度 是 如 
此 之 慢 ， 以 致 于 实际 上 可 以 排除 探测 到 它 的 任 
何 可 能 性 (每 十 亿 年 一 立方 厘米 体积 内 约 一 个 


复原 子 ) 这 一 事实 ,从 虚空 创造 出 物质 这 一 观念 
本 身 就 与 倍 受 珍 尝 的 物理 学 原理 之 一 (物质 和 
EESTE) ETA. 尽管 有 这 么 多 的 明显 不 足 ， 
稳 恒 态 宇 审 说 最 初 还 是 赢得 了 相当 大 的 支持 ， 
这 主要 是 因为 它 回避 了 有 一 段 时 间 困 扰 大 爆炸 
理 沦 的 一 个 问题 . па Же ЕНЕН НИ 
在 被 人 们 接受 的 那个 值 要 大 得 儿 ， 而 且 这 使 得 
对 宇宙 年 龄 的 最 初 估计 秆 仅 鸭 二 十 忆 年 , 但 
是 ,岩石 的 放射 性 年 代 测 定 此 前 已 经 证 明 ， 我 
们 好 球 的 年 龄 必定 至 少 有 36 亿 年 ，( 目 前 所 接 
受 的 值 是 45 亿 年 . ) 天 文学 家 热 拉 尔 : 德 . iX 
库 勒 在 1981 年 写 道 :“ 发 现 地 球 的 年 龄 是 宇宙 
年 龄 的 两 们 ,是 一 件 令 人 难堪 的 事 .” 稳 态 宇 
宙 说 由 于 假设 字 宙 的 年 龄 无 限 大 而 回避 了 这 种 
Жн. 

SR ifi , АЛЕН ДЕ, СИВ Е ESTER SEL 
КЕН, WH HB ЛТА РАА Е 
地 表明 ,宇宙 要 比 地 球 老 得 多 ,从 而 使 大 爆炸 理 
论 重 新 获得 了 可 靠 性 . 不 过 ， 支 持 它 的 最 具 说 
服 力 的 证 据 出 现在 1965 年 ， 当 时 阿尔 诺 ¿A + 
豆 齐 亚 斯 和 罗伯特 -WW- 威 尔 进 发 现存 在 一 种 
在 宇宙 每 个 方向 蔓延 的 模糊 的 背景 辐射 . 这 就 
是 人 们 所 熟知 的 三 度 宇宙 微波 辐射 "， 它 被 认 
为 是 创造 宇宙 的 巨大 火球 (大 爆炸 ) 的 残余 . JL 


他 ”其 名 字 来 源 于 如 下 事实 :这 种 辐射 相当 于 绝对 零 谭 之 
上 的 三 许 开 氏 黑 体温 度 ，、{ 黑 体 是 一 个 只 咀 收 而 不 反射 施加 于 
其 上 的 辐射 能 的 理想 化 物体 , 这 种 能 基 然 后 转化 成 体内 的 热 重 . 
证 我 们 的 这 个 实例 中 , 字 宙 自身 是 --… 个 黑体 .从 这 个 意义 上 讲 ， 
我 们 可 以 说 宇宙 的 温度 是 开 氏 三 度 .) 
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种 理论 研究 都 已 经 预测 到 这 种 辐射 的 确切 存 1222) 
ТЕ, 而 且 对 它 的 最 终 发 现 (是 偶然 发 现 的 ) 被 认 
为 是 支持 大 爆炸 理论 的 最 有 力 的 证 据 . 
于 是 ,这 就 是 我 们 目前 的 宇宙 图 景 ; 一 个 有 
限 而 无 边界 的 世界 ， 生 成 于 一 百 二 十 亿 至 一 百 
八 十 亿 年 前 的 一 次 大 爆炸 ， 那 次 爆炸 把 世界 送 
上 了 它 现 在 的 脱 胀 历程 . 它 将 永远 继续 膨胀 
пй? 这 要 看 它 包含 多 少 物 质 , 如 果 宇 宙 中 物质 
的 总 量 大 于 某 个 临界 值 ， 这 个 物质 将 对 自身 产 
生 足 够 大 的 引力 拉力 ， 从 而 减 慢 其 膨胀 速度 并 
且 最 终 使 脱 胀 停止 ， 然 后 便 是 收缩 至 原来 的 奇 
Ho 然后 另 一 个 大 爆炸 将 产生 一 个 新 宇宙 i， 如 
REEM TORERE таар AARE 
球 开始 . 那么 W, 如 果 物 质 的 总 量 小 于 一 个 临界 值 , 那么 宇宙 
ZM E 将 永远 地 膨胀 下 去 一 一 尽管 其 速度 不 断 减 慢 
… 千 亿 个 星系 组 成 一 个 字 ”宇宙 学 目前 的 主要 任务 之 一 就 是 确定 宇宙 中 的 
i 物质 总 量 ， 而 且 在 得 到 确定 的 答案 之 前 可 能 还 
需要 一 段 时 间 . 在 那 时 来 到 之 前 ， 字 宙 的 未 来 
这 一 问题 仍然 是 悬而未决 的 . 1223] 


— EF ETOR? 


(D AARRETTA- PREP ED BAG. 
如 果 速 度 很 剑 ， 石 头 将 到 达 一 个 最 大 高 度 然后 落 回 始点 . 然 
而 ,超过 某 种 临界 速度 { 约 likm sec) 以 后 .这 块 石头 将 获得 克 
服 地 球 引 力 所 需 的 足够 的 动能 , HARRERA. (Ж ЖЕ 
变 石 头 的 速度 , 我们 可 以 设想 改变 地 球 的 质量 ; 质量 越 大 , ut 
BEREK. WFAN. ,其 初始 速度 是 由 大 爆炸 施加 的 . 

© жазтан рдо СКВ 
S38 ) — T Cambridge University Press, New York, 1933. 


TB AAA ME P РЕ, BERRA 
哪里 开始 ， 
谁 能 说 出 二 者 的 视野 哪个 更 广 
Bg? 
— FLAG m (1802 - 1885), 
(EE qe 


在 关于 无 穷 的 故事 中 , 我 们 主要 考察 了 
无 穷 大 ， 或许 由 于 自 康 托 尔 19 世纪 的 开拓 
性 研究 以 来 , 它 已 经 引起 了 人 们 如 此 和 多 的 关 
注 ， 也 可 能 由 于 有 一 些 关 于 无 穷 大 的 事情 ， 
以 一 种 无 穷 小 无 法 散 到 的 方式 , SS T. A i] 
那么 多 的 想象 . 然而 , 这 种 倾向 很 难说 是 公 
EK. 在 数学 史上 ,无穷小 曾经 起 到 至 少 与 
它 的 男 一 个 极端 尺度 上 的 对 应 物 一 样 重要 
BER. 且 不 说 别 的 ,我们 只 须 注意 到 , € 
处 于 连续 性 概念 的 根基 上 , 而 这 个 观念 又 可 
追 湖 到 希腊 人 那里 , 他 们 的 哲学 家 曾 激烈 争 
论 过 无 限 分 割 的 可 能 性 . 后 来 , 它 被 掩饰 成 
无 穷 小 量 , 并 且 成 为 微 积分 学 得 以 发 展 的 基 


连续 是 指 那 种 能 分 解 成 不 
可 分 的 事物 的 东西 , 而 这 种 
不 可 分 的 事物 多 是 无 限 可 
分 的 . 

一 一 亚 单 士 多 德 ,物理 学 ? 
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о РИИ. .上帝 之 上 上 


АЖ T ЖН ЖЕЕП 
HERRE. 空间 是 无 
限 的 吗 ? 是 和 计 么 意义 上 的 无 
Ri? 物质 世界 在 范围 上 是 无 
限 的 吗 ? 而 二 ,在 这 个 范围 
P4 Pr £f = [B] #f |F] FÉ së E] 
ЖЕҢ? E TEEB? 或 者 说 
原子 是 无 限 可 和 耸 的 吗 ? 
一 一 詹姆斯 : wiz m x 
克 斯 韦 11831 - 1879) 
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& 5. 从 纯粹 数学 的 角度 讲 ，“ 大 ”和 “小 ”之 间 
的 区 别 实际 上 并 不 真 的 那么 重要 ， 因 为 我 们 总 
是 能 够 使 用 函数 y = 17x{ 或 者 其 二 维 等 价 物 反 
演 的 变换 ) 把 一 种 变换 为 另 一 种 . 
当然 , 当 我 们 进入 自然 科学 领域 .就 有 了 一 
个 完全 不 局 的 故事 . 两 种 无 穷 之 间 的 差别 在 这 


里 成 了 微观 世界 与 宏观 世界 之 间 、 亚 原子 粒子 1224] 


与 整个 宇宙 之 间 的 差别 . 对 组 成 物质 的 难以 提 
摸 的 最 小 粒子 原子 的 探索 再 次 把 我 们 带 回 到 希 
AIE. 正 荐 德 度 克利 特 ( 约 公元 前 470- 
380) 最 早 提出 尽管 是 从 哲学 角度 一 一 物质 
不 是 无 限 可 分 的 . 他 相信 所 有 的 物质 都 是 由 般 坏 不 
了 的 小 粒子 一 一 原子 (来 自 于 希腊 语 atomos = 不 可 
分 的 ) 一 一 组 成 的 这些 原子 的 各 种 组 合 构成 了 
我 们 周围 的 世界 . 他 的 观点 潜伏 了 两 千 多 年 ， 直 
到 约翰 - 道 尔 顿 (1766 - 1844) 把 它 作为 他 的 化 合 
作用 理论 的 基础 时 , 它 才 得 以 复苏 . 

在 我 们 这 个 世纪 里 ， 原 子 首 先 被 核子 所 也 
A. 后 来 为 亚 核 粒子 所 代替 . 随 着 亨利 - 贝克 勒 
2 (1852 — 1908) 对 放射 性 的 发 现 ,在 1900 年 前 后 
首次 出 现 了 原子 终究 可 被 分 害 的 迹象 . 接着 是 
欧 内 斯 特 ， a SEMA (1871 - 1937) 在 分 裂 原子 方面 


Ф 3770 жора. 只 是 在 最 近 才 借 
助 一 个 访 称 为 非 标准 分 析 的 新 数学 分 支 的 发 展 得 以 国 满 解 快 . 
这 个 分 支 主要 由 亚伯拉罕 ' 重演 型 11918 - 1974) 所 创立 , 它 完 
全 根据 实数 系 的 特性 ， 以 -- 种 严格 的 方法 定义 了 无 穷 小 . 见 
Martin Davis 和 Reuben Hersh4 JEEE SHO 一文 (科学 美国 
A.1972 1E 6 H). 


1225] 


Hai. AREA + :r dE RR sú És + 
(1891 - 1974) F 1932 4E ZE Г PF, MiA 
т EL ICE V to TAR. 

从 此 以 后 , 对 所 谓 基 本 粒子 的 搜寻 , 已 成 了 
由 整个 科学 界 参 加 的 大 型 竞赛 的 一 部 分 . 每 年 
都 在 发 现 和 宣布 大 量 新 的 “基本 ”粒子 , WE EE 
有 很 大 的 炫耀 成 分 ， 但 是 到 后 来 都 被 证 明 可 分 
解 为 更 小 的 粒子 . 给 出 的 这 些 粒 子 的 列表 与 人 
们 给 这 些 新 发 现 起 的 名 字 一 样 使 人 感到 迷惑 ， 
重子 , 轻 子 ,介子 和 夸克 , 这 里 只 给 出 了 其 中 的 
很 少 几 个 和 名字. 然而 ， 是 不 是 真 的 存在 最 终 的 
基本 粒子 ,或 者 说 是 不 是 我 们 在 白费 力气 地 搜 
寻 一 种 理想 化 的 概念 {其 存在 不 比 数学 点 的 存 
在 更 真实 ) , 这 个 问题 还 悬而未决 . 像 小 孩 的 玩 
RR — EE ,其 内 部 还 藏 着 一 个 较 小 的 蛋 , 较 小 的 
明 内 部 还 有 一 个 更 小 的 ， 我 们 必须 仔 纲 酌 量 物 
质 永远 也 不 会 向 我 们 展示 其 最 内 部 的 秘密 的 可 
能 性 所 

但 是 ,至 少 在 宏观 世界 中 ,这 种 两 难 困境 做 
过 了 我 们 . 我 们 在 天 空中 发 现 了 一 个 很 有 顺 订 
的 物质 体系 ， 其 中 的 小 物体 绕 着 更 大 的 物体 旋 
转 : 月 球 绕 着 其 母体 行星 作 圆 周 运 动 , 行 星 则 绕 
太阳 运转 ”， 而 恒星 则 绕 着 其 星系 的 中 心 慢 慢 


Q 另 -方面 ,自从 马克 斯 : BBB (1858-1047) F 
1900 年 提出 能 荆 必 须 以 某 -- 莫 本 让 《重子 ) 的 整 悄 数 存 在 之 
Ni. НЕШ ET” 的 存在 才 得 以 牢固 确立 . BUT E BEER XE 
f. EIN Y BUT ЖИЕ АО iba. 

Q ws K Bi PFH SE 282 SË 09 t; E fy. TE BU f b uE 
Tr РЕА FER HL. 


Ted 38 T 49 Ж: ЖЕ ЗЕ dini n 
ЖЕЛТ ЗЕ ЫЛ E RA m 
的 概念 . 我 们 应 该 接受 基本 
对 称 的 概念 . 

— iki - Ns 3 W (190) - 
1976) 
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无 穷 大和 不 可 分 性 超越 了 
我 们 有 限 的 理解 能 力 , 前 者 
因为 其 太 大 , 后 者 因为 其 太 
J. 设想 一 者 结合 起 来 将 是 
fra. 

— № Pin + D HIE 
(1564 - 1642). (XE TRI TAS 
科 党 的 对 话 } rper 
iS UC Иа B9 39 C) . 


地 运行 . 后 来 我 们 发 现 了 绕 着 更 大 星系 运行 的 
星系 ,它们 构成 了 本 星系 群 或 星系 团 ,然后 是 超 
星系 团 ， 最 后 是 整个 宇宙 . 但 是 我 们 真 的 已 经 
到 达 了 事物 的 尽头 了 吗 ?当然 ,人 们 可 以 设想 可 
能 存在 其 他 的 宇宙 ,可 能 甚至 是 宇宙 团 ,并 且 依 
Joi EXT PB CE ЕЛЕ, ， 就 像 康 托 尔 那 无 止境 
的 无 穷 大 分 层 一 样 . 然而 .这 些 设想 把 我 们 带 
回 到 了 形而上学 的 领域 . 在 科学 中 ， 我 们 必须 
把 我 们 局 限 在 可 观测 到 的 世界 中 ， 而 从 这 个 意 
义 上 讲 ， 我 们 必须 把 宇宙 看 成 我 们 的 阶梯 的 最 
后 一 级 . 


[226] 


到 无 穷 远 去 ! 
一 一 NBC ја, 
1983 年 6 月 12 Н 


1972 年 3 月 3 日 ,“ 先 驱 者 ”10 号 航天 器 从 
佛罗里达 州 卡 纳 维 拉 尔 角 的 发 射 架 上 发 射 升 空 ， 
这 架 航 天 器 的 飞行 目标 是 木星 和 土星 这 两 个 大 
ITE. 它 上 面 除了 携带 大 量 的 科学 仪器 之 和 外, 还 
携带 一 块 上 面 刻 有 奇特 信息 的 镀金 金属 标牌 . 
这 个 标牌 (图 29.1) 上 刻 有 一 个 男人 和 一 个 立 
大 ,他 们 的 背后 是 “先驱 者 ”号 航天 器 的 外 形 ; 下 
方 的 十 个 图 图 表示 太阳 系 ,其 中 包括 说 明 航 天 器 
出 发 地 的 飞行 轨迹 草图 ; 还 有 我 们 的 星系 中 十 
四 个 脉冲 星 ， 从 中 可 以 确定 我 们 太阳 系 的 位 置 ， 
它 还 给 出 了 和 氧 原子 的 草图 , 其 辐射 的 频率 和 波 
长 可 以 用 作 宇 宙 钟 和 度量 标准 . 外 星 科 学 家 通 
过 对 比 这 个 波长 以 及 女人 图 形 旁 边 的 二 进 制 数 
码 , 便 可 推导 发 送 这 个 宇宙 信使 的 人 的 大 小 . 还 
可 以 使 用 类 似 方法 比较 观察 到 的 每 个 脉冲 星 的 
频率 和 标牌 上 的 数据 ， 推 算出 自 航 天 器 发 射 以 
来 过 去 的 时 间 (因为 脉冲 星 的 频率 以 一 种 已 知 


证 你 的 心 在 一 百 万 个 宇 出 面 
前 保持 冷静 和 沉着 ， 

—— кже mue 
(1819 - 1892) 
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829.1]. "EREA 108 
测 器 上 携带 的 标牌 .NASA 
提供 照片 , 
黑暗 一 提升 一 无 边 、 无 尽 、 
伟大 一 永恒 的 形象 . 


— НОМ (1788-1824). 
СКИ 8 meg 
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的 速度 稳定 地 衰减 ). 人 类 以 这 种 方式 在 宇 宣 海 
洋 中 发 出 了 一 种 识别 信息 , 向 任何 外 星 文明 宣 
告 我 们 在 我 们 星系 中 适当 位 置 的 存在 . 

在 经 过 十 二 年 良好 的 飞行 (在 这 期 间 它 发 回 
了 关于 本 星 的 首 批 精细 观察 结果 ) 之 后 ,先驱 者 ” 
10 FT 1983 年 6 月 12 日 飞 过 海王 星 的 轨道 ,从 
而 成 为 离开 我 们 太阳 系 的 第 一 个 人 造 天 体 . 这 


q - 般 说 来 ,太阳 的 第 九 困 行 星 坚 王 星 是 太阳 系 的 最 外 
一 颗 行 星 . 然而 , 它 的 软 道 是 高 度 柱 圆 形 的 , 所 以 在 它 绕 太阳 的 
周期 为 248 年 的 每 一 图 公 转 中 、 寓 王 星 的 轨道 只 有 很 短 的 — Er 
时 间 超 越 海王 星 轨 道 . 这 便 是 “先驱 者 ”10 号 飞行 期 癌 的 情况 . 
直到 2000 年 .冥王 星 的 轨道 仍 将 处 在 海王 星 的 轨道 之 内 . 


1227} 
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加 飞行 器 以 每 小 时 30 000 多 英里 的 惊人 速度 飞 
行 , 它 那 8 下 的 小 型 发 射 器 每 28 亿 多 英里 的 
距离 ,就 向 地 球 发 回 一 些微 弱 的 信和 号 ,这些 信和 号 
(以 光速 ) 到 达 地 球 需要 4 小 时 16 分 钟 的 时 间 ， 
“先驱 者 ”10 号 及 其 姊妹 航天 器 “先驱 者 ”11 号 
预计 发 回信 和 号 至 少 到 1994 年 . AARETE KIER 
发 电机 可 能 会 耗 尽 自身 的 能 源 . 在 此 之 后 ， 这 
两 架 航 天 器 将 继续 它们 穿越 星际 空间 的 飞行 ， 
“先驱 者 ”10 号 将 于 公元 30 620 年 前 后 接近 恒 
星 罗 斯 248.“ 先 驱 者 ”10 号 和 11 号 是 人 类 所 能 
达到 的 距 无 穷 远 最 近 的 地 方 了 . 预计 这 两 架 飞 
行 占 不 仅 在 空间 无 穷 大 而 且 在 时 间 泡 窃 大 (Ж 
E) 方面 , 其 生命 都 会 远 远 地 超过 我 们 的 星球 . 
当 太 阳 在 它 的 净 终 痛 蔡 阶段 发 生 脱 胀 并 变 成 红 
巨星 的 时 候 ， 这 个 临终 的 太阳 将 焚化 地 球 . 在 
地 球 被 焚化 很 久 以 后 , 这 两 架 “先驱 者 "号 将 作 
为 两 个 被 抛弃 的 东西 ， 无 声 无 息 地 作为 一 个 失 
落 文明 的 未 爱 损伤 的 信使 孤独 地 飞行 . 

自 有 大 类 历史 以 来 ， 人 类 就 很 想 知道 他 在 
宇宙 中 是 不 是 孤独 的 . 古代 人 ， 还 有 后 来 的 多 
马 天 主 教 教会 ， 都 把 地 球 放 在 了 我 们 这 个 世界 
的 中 心 位 置 { 不 仅 在 物质 上 而 且 在 精神 上 ) —— 
看 作 字 宙 中 智能 生命 的 家 园 . 但 是 这 种 观点 在 


中 后 两 架 航天 髓 ,“ 旅 行者 ”了 I 号 和 [号 也 将 飞 离 太阴 
Ж. 其 中 每 一 个 都 携带 一 个 带 有 以 数字 形式 编码 的 关于 我 们 
这 栖 行 星 的 图 片 和 声音 的 唱片 . 关于 “旅行 者 "号 的 信息 细节 ， 
请 参见 Сап Sagan 著 《 地 球 博物 馆 :“ 旅 行者” 导 的 星际 唱片 } 
[Random House. New York , 1978) . 


КЫШ E BER, 

像 一 团 火 ， 

越 飞 越 高 ; 

Ма ЖК К e ПЧ ХАЙ, 
НЕ KAHA, 
WARDHA X. 

— HE - Hoe BE 
(1792 - 18221. (RE dE 


他 们 超越 了 上 帝 为 他 的 地 
球 生 物 规定 的 极限 , 把 自己 
放 到 了 人 类 的 活动 范围 之 
外 . 

— йр. 凡 尔 纳 (1828 - 
1905) {MALER SEHE EK) 
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29.2 х 
MH ER ҢЫ SR ЯША RR HUE 
号 航天 器 析 摄 到 的 这 种 照 
кп Kk. 由 “旅行 
AU) ЕН KEESHRKI 
Ski T 1977 年 9 月 
IS DH. Bar jt ВЕ NER 700 
Jp INR b. NASA 提供 
Hm. 


当 我 们 把 赤 阳 和 和 所 有 肉眼 
能 看 到 的 恒星 . 还 有 成 千 上 
DE EP E ETE S. 
在 一 起 时 , 我 们 还 没有 到 达 
事物 的 终极 ; 我 们 只 不 过 探 
案 了 一 个 岛 央 一 一 太空 诊 
漠 中 的 一 片 绿洲 . 其 他 岛 是 
都 位 于 远 处 . 

— FE- 3 T 8 H + 
(1882 - 1944) 


文艺 复兴 期 间 开 始 发 生 了 变化 , 当时 尼古拉斯 - 
哥 白 尼 动 播 了 地 球 高 高 在 上 的 地 位 ， 并 且 用 太 
阳 取 代 了 地 球 . 新 宇宙 学 深刻 地 改变 了 大 类 关 
于 他 在 宇 害 中 的 位 置 的 观点 ， 而 和 且 布 鲁 诺 对 无 
限 宇宙 (其 中 有 很 多 智能 生物 在 上 面 繁 入 生息 
的 行星 ) 的 设想 , 点燃 了 后 人 的 想象 力 ， 在 我 们 
这 个 时 代 , 对 地 球 之 外 生命 的 探索 ,已 经 从 异 想 
天 开 的 假想 变 成 了 有 系统 的 搜寻 . 有 大 量 的 飞 
行 器 漫游 于 太阳 系 ,并 且 访 问 了 陌生 的 新 世界 ; 
大 型 射电 望远镜 正在 收听 来 自 临近 星系 的 可 能 
的 智能 信息 . 


迄今 为 止 ， 这 些 尝试 尚未 得 到 结果 , 而 且 (2291 


我 们 在 宇宙 中 是 不 是 孤独 的 这 个 问题 ， 可 能 仍 
然 是 有 待 解 开 的 一 个 最 大 的 秘密 . 但 是 ， 无 论 
这 个 问题 的 答案 是 什么 ， 这 个 伟大 探索 的 最 终 
且 的 是 了 解 我 们 自己 以 及 我 们 居住 其 上 的 这 个 
小 行星 . 经 历 了 一 个 缓慢 而 痛苦 的 过 程 之 后 ， 


我 们 开始 认识 到 地 球 这 颗 行 星 只 不 过 是 浩瀚 的 
荒凉 空间 申 - 一 个 很 小 的 居住 岛屿 . 我 们 长 期 开 
采 这 个 岛 帖 ， 认 为 它 的 资源 理所当然 地 将 维持 
到 永远 . 我 们 长 期 污染 其 夫 气 并 县 向 其 水 中 颁 
PRR. 太空 时 代 最 终 使 我 们 认识 到 ， 这 种 开 
采 无 法 永远 持续 下 去 ， 人 类 与 其 环境 之 间 有 一 
种 微妙 的 平衡 关系 ， 打 乱 这 种 平衡 将 危及 我 们 
本 身 在 这 颗 行 星 上 的 生存 . 正 像 当 “阿波 罗 ”38 
导 的 三 名 宇航 员 成 为 绕 月 飞行 的 第 一 批 人 时 沃 
ЛЕР 5 克朗 凯特 意味 深长 地 说 的 那样 : “我们 在 
12301 1968 年 去 了 月 球 而 且 发 现 了 地 球 .” 


…… 和 我 们 对 这 个 世界 的 美 
Bl XO Fb Kc RR ELDER 13 
HFE, 人们 号 能 形成 … 种 
模糊 的 观念 . 

— H ^ iet - 爱 因 斯 坦 
(1879 — 1955); 位 于 华 感 顿 
特区 国家 科学 院 的 爱 因 斯 
3818 глав 
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我 们 能 够 经 万 的 最 美的 事物 就 是 
神秘 . CRRA REDRA FNRA. 
一 一 阿尔 伯 特 - EAD 
(1879 — 1955) 


所 有 我 们 将 到 的 或 所 有 羽 手 序 在 
的 ,只 不 过 是 林 中 之 梦 ， 
— thm te- Ж 
(1809 - 1849) 


EAR BEAT. 我 们 已 经 走 完了 我 们 的 无 穷 之 旅 . 它 带领 
Um meum, 我 们 从 希腊 人 “对 无 穷 大 的 加 惧 " 出 发 , 经 过 文 
它们 是 天 使 的 细 忘 草 艺 复 兴 时 期 令 人 欢欣 鼓舞 的 无 限 宇 宙 ， 最 后 到 
arp ШАМСИ 达 了 19 世 纪 和 20 世 纪 初 的 数学 突破 ; 正 是 数 
学 上 的 突破 才 最 终 揭 开 了 无 穷 大 的 神秘 面纱 ， 
并 且 把 无 穷 大 置 于 坚实 的 基础 之 上 . RIER 
踪 了 人 类 坛 图 到 达 物 质 上 的 无 穷 大 的 历程 一 
从 巴 别 通天 塔 到 “先驱 者 "10 €. 而 且 我 们 还 看 
到 艺术 家 和 诗人 是 如 何 用 自己 的 方式 描绘 无 穷 
K. 我 相信 , 正 是 这 种 多 样 性 , 才 使 无 穷 大 (或 
者 对 此 事 的 任何 智力 上 的 大 胆 尝试 ) 那么 富 于 


刺激 性 . 我 们 每 一 个 人 都 有 资格 属于 我 们 自己 
的 无 穷 大 . 
总 之 ,无 穷 大 是 一 种 约 觉 ,一 种 想象 . 这 里 
是 一 个 四 年 级 学 生 对 无 穷 大 的 想象 : 


无 穷 大 是 一 个 不 可 数 的 数 , 它 像 
地 球 上 或 者 整个 坟 阳 系 中 的 原子 那 祥 
АЗК ЫЖ КРА S AF 
多 ， 像 你 在 学 校 留 的 家 庭 作 业 那 么 
多 ER 3] iE DE E) à5 3x zik. 
无 穷 大 如 同 到 达 最 远 的 慢 星 那么 远 ， 
无 穷 大 长 入 到 所 有 的 世界 和 字 宙 中 部 


A, 35 fo ЯКЛА С. 


一 天 早上 ， 当 我 站 在 圣路易斯 那 高 天 的 城 
门 拱 项 上 面 时 ， 我 产生 了 自己 关于 无 穷 大 的 想 
12321 Ж. 向 远 处 望 去 ， 我 能 够 看 见 大 平原 无 边 无 际 
地 延伸 到 地 平 线 , 其 平坦 的 地 面 上 连 最 小 的 山 
包 也 没有 . 我 想到 了 从 这 个 地 方 穿 过 密西西比 
河 的 成 千 上 万 的 拓荒 者 ， 开 始 了 他 们 的 西 征 旅 
程 ; 这 个 旅程 的 终点 他 们 无 法 预测 ,这 个 旅程 一 
定 像 一 个 奔 向 无 穷 远 的 征程 ， 当 我 1967 年 站 
在 西 达 半岛 的 最 高 峰 遍 瑟 琳 山 的 顶峰 (海拔 
86523ER) 时 ， 我 又 一 次 产生 了 对 无 穷 大 的 想 
象 . 我 们 在 午夜 过 后 不 久 开 始 疏 山 ， 正 好 在 日 
出 之 前 到 达 山 顶 . 当 太 阳光 的 第 一 道光 线 开始 
照 焰 山下 那 荡 凉 的 景色 时 ， 我 看 到 山 的 影子 轻 


(D ”威斯康星 州 阿尔 图 纳 的 格 伦 ' РРБ. 


根据 我 的 理解 ， A XIT E 
ЖАТА: 因为 他 的 
ХРИ PSP K. АОБ] 
ШЕРИН BILIG., ШИШ 
ТНВ. 

— ЖУ. ЕЖ 
(1795 – 1881) 


TENEO. 边远 地 区 就 是 边 
界 . 在 美国 ， 边 远 地 区 就 是 
地 平 线 ; 一 个 是 你 必须 停 下 
来 的 地 方 , 5 一 个 则 延伸 到 
你 所 能 想象 的 最 远 地 方 ， 
一 一 彼得 NH, “家 乡 
ЗЕЕ”, {REA H, 1982 年 
AH ізн 
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ЖИП Б А, АВ AES -- 
К&Ж F, HERNIA E 
线 却 不 相同 . 
— Шы K + ые 
{1876 — 1967) 


轻 掠 过 西边 的 地 平 线 ， 像 是 从 无 穷 远 的 地 方 出 
现 一 样 . 多 么 壮观 的 景色 啊 ! 在 日 落 时 这 种 效 
果 一 定 更 加 惊人 ， 那 时 的 山 影 以 一 种 不 断 加 快 
的 速度 变 长 ,直到 渐 源 消逝 到 虚空 之 中 由 

是 的 ， 无 穷 大 是 一 种 想象 . 对 一 些 人 来 说 ， 
它 可 能 只 是 一 片 疾驰 的 白云 ， 一 个 充满 幻像 的 
Xr. 但 是 , 在 有 些 人 看 来 , 同一 个 彩虹 却 是 真 
实 的 一 一 像 组 成 它 的 色彩 一 样 真实 . 对 数学 家 
来 说 ， 无 穷 大 是 一 种 真实 存在 的 东西 . 事实 上 ， 
如 果 没 有 无 穷 大 , 数学 就 不 可 能 存在 ,因为 它 是 
计数 数 所 固有 的 ， 而 计数 数 实际 十 是 构成 数学 
所 有 领域 的 基础 . 此 外 ， 其 他 人 只 是 措 绘 无 穷 
Ж, 而 数学 家 却 将 其 付 诸 实 用 (例如 地 图 的 设计 
F). 可 能 对 元 穷 大 理解 最 深 的 人 是 格 奥 尔格 ， 
康 托 尔 ， 他 认识 到 应 该 把 无 穷 太 看 成 某 种 完整 
的 东西 , 应 该 把 它 看 成 一 个 整体 . 还 有 其 他 很 
多 人 经 过 长 期 的 努力 来 理解 无 穷 大 . 在 这 些 人 
中 , 我 们 又 想起 了 乔 尔 达 诺 : 布鲁诺 , 他 想象 到 
一 个 无 限 宇 密 , 并 且 为 此 付出 了 生命 ;卡尔 。 Ж 
里 德里 希 . 高 斯 动摇 了 败 几 里 得 平面 自 希腊 
时 代 以 来 所 占有 的 至 高 无 上 的 地 位 ; 还 有 毛里 
K C 埃 舍 尔 ， 他 在 他 的 绘画 中 男 出 了 无 穷 
大 , 而 没有 别 的 艺术 家 曾 这 样 做 . 像 埃 舍 尔 的 


(p 在 1975 年 ,两 个 在 日 出 之 前 不 久 到 达 珠穆朗玛 峰 极 
项 的 登山 认 员 报告 说 . 他 们 看 到 了 山 的 影子 延伸 约 200 ЖШ. 
在 月 球 上 这 种 现象 的 效果 可 能 更 佳 ， 因 为 那里 没有 空气 使 视 
野蛮 得 模糊 ， 当 最 后 -- 继 日 光 在 月 球 的 风景 后 茵 消失 时 ,最 轻 
小 的 障 得 物 的 影子 真正 地 消失 在 苑 穷 远 外 ， 


[234] 


18 21819582, 


在 现实 与 幻想 巧妙 交织 在 一 起 的 


地 方 ， 我 们 每 一 个 人 都 必须 选择 自己 对 无 穷 大 
[233] 的 幻想 . 因此 ,证 我 们 把 最 后 一 句 话 留 给 诗人 : 


无 穷 大 


Еж: Ee EESTI 


+, 


(1798 — 1837) 
iX Ж Жой 65 J D Y gd 


还 有 这 和 侦 盖 好 大 一 片 地 平 线 的 树 


4g 35 X k TF ЖН, 
我 的 思想 感知 到 了 
伸展 到 远 处 的 中 间 地 带 ， 

以 及 超自然 的 沉寂 ; 

还 有 那曲 深 的 平静 ， 

直到 我 的 心 几乎 感到 气 馈 为 止 ， 
当 我 昕 到 风沙 小 地 吹 过 这 些 树 


我 发 现 自己 把 这 上 册 音 区 那 无 限 的 


SUBE HS ы; 


Ф, 


T. 


我 回想 起 了 永恒 和 所 有 逝 者 ， 
还 有 活着 的 神灵 和 他 们 的 声音 ， 
于 是 我 的 思想 浸入 这 种 浩大 之 


在 这 个 海洋 中 沉没 , 令 我 无 限 恰 


一 一 (让 - 皮 埃 尔 巴里 塞 里 
译 自 意 大 利 语 ) 
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1. 欧 几 里 得 对 素数 无 穷 的 证 明 


欧 几 里 得 证 明了 素数 有 无 穷 稳 个， 而 且 他 
的 证 明 时 至 今日 仍 被 认为 是 还 辑 透彻 性 的 典范 . 
他 的 证 明 遵 循 的 是 所 谓 的 间接 法 : 我 们 暂时 假 
设 素 数 的 数目 有 限 ， 例 如 只 有 n 个 素数 . 然后 
我 们 表明 这 种 假设 导致 一 种 逻辑 矛盾 ， 因 此 这 
个 假设 一 定 是 错误 的 . 

令 n TREE pou p;,p3,… ,Pp,. 现在 我 们 
通过 把 所 有 这 些 素数 相 乘 得 到 一 个 数 N， 然 后 
在 乘积 上 加 1: 

Nz-2pipaps"ps*l. 
由 于 N 的 特殊 构造 ， 这 个 数 大 于 每 一 个 素数 
PiP рэ, Pa- 而 且 ， 根据 我 们 的 假定 N + 
能 是 素数 ， ES TTE BUE Рр, рэс, Pa 组 
成 的 集合 包含 了 所 有 的 素数 . 所 以 N 一 定 是 
一 个 合 数 . 根据 算术 基本 定理 ， 它 可 以 分 解 成 
我 们 这 个 集合 中 的 某 些 素数 . 但 是 ， 如 果 我 们 
试图 使 用 这 些 秦 数 中 的 任何 一 个 除 М, RELS 
能 得 到 一 个 余数 世 因 为 我 们 在 它们 的 乘积 上 
加 了 一 个 是. 所 以 N 无 法 被 列 出 的 任何 素数 


1235 


RE. 这 只 能 意味 着 两 件 事 : 或 者 N 本 身 是 
一 个 未 列 入 原来 的 集合 中 的 素数 , 或 者 在 N 的 
因子 中 一 定 有 某 个 或 某 些 新 素数 未 被 包含 在 我 
们 的 集 谷中. 无 论 是 哪 种 情况 ， 我 们 都 会 遇 到 
矛盾 ， 因 为 我 们 假定 我 们 的 集合 包含 所 有 的 素 
数 . 因此 ,我 们 的 假定 是 站 不 住 脚 的 :素数 集 不 
能 有 一 个 终 绪 一 一 它 是 无 限 的 . 

为 了 说 明 这 一 点 ， 稻 设 我 们 包括 所 有 素数 
的 集合 由 2,3 和 5 组 成 , 那么 和 N=2: 3. 5+ 
1= 31, 这 是 一 个 我 们 的 集合 中 没有 包括 的 新 率 
数 . 另 一 方面 ， 如 果 我 们 的 集合 包含 素数 3，5 
和 ?7, 那 么 =3: 5.7+1= 106, 它 是 素数 2 和 
5353840. 这 样 一 来 ,我们 的 集合 里 必须 加 入 
两 个 新 素数 , 这 一 过 程 现在 可 以 重复 下 去 : 从 
我 们 的 新 集 一 一 包括 (在 第 一 个 例子 中 的 ) 素数 
2,3,5 A 31 一 一 出 发 ,我们 可 以 建立 一 个 新 N. 
В W=2-3:- 5: 3l+1=931=7: 7: 19. 这 样 
一 来 , 另外 两 个 素数 (7 和 19) 便 可 产生 . 继续 
进行 这 一 过 程 ， 我 们 实际 上 可 以 生成 越 来 越 多 
的 素数 ， 从 而 产生 一 种 可 以 说 是 数学 “ 连 镜 反 
应 "的 东西 . 


2. V2 是 无 理 数 的 证 明 


证 明 ”2 是 无 理 数 的 方法 至 少 有 三 种 ， 
我 们 将 给 出 一 种 基于 算术 基本 定理 的 代数 证 明 . 
然而 ， 这 不 是 毕 达 哥 拉 斯 的 追随 者 第 一 次 发 现 
v 2 的 无 理性 时 使 用 的 原 有 证 明 ; 他 们 十 有 
八 九 给 出 的 是 一 个 以 几何 学 推理 为 基础 的 证 
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gi". 
我 们 还 将 使 用 间接 法 . 假定 2 是 有 理 
数 , 即 它 能 被 写成 两 个 整数 的 比 ; 


МЗ =. (1) 
п 


Ж ЛТ ЖЕЕП И АОВ] 2 т ntm 
者 
m?- 2n, (2) 
因为 让 和 nm 是 整数 ,所 以 它们 可 被 唯一 地 分 解 
成 其 素数 因子 . 这 样 一 来 ， 令 то=рур:ру рк 
п= 41929779. 把 它 代 人 方程 (2) ,我 们 得 到 
(pipz''p.) = 2(gq q>: g.)2, 
或 者 
pipipzprp.p.z29:14193979,q.. (3) 
那么 ,在 素数 户 和 4 中 ,素数 2 可 能 出 现 (如 果 
m 或 中 有 一 个 是 偶数 , 它 便 出 现 }. 如 果 它 出 
X. AE- EEA (3) НАН i B 
{因为 那里 的 每 个 素数 出 现 两 次 )， 而 在 右边 则 
出 更 奇数 次 {因为 2 已 经 出 现在 那里 ). 即使 2 
没有 出 现在 p; 8X, д, 中, 也 同样 有 这 个 问题 ; 在 
那 种 情况 下 ,2 将 根本 不 出 现在 左边 , 然而 它 将 
在 右边 出 现 一 次 . 两 种 情况 下 都 产生 了 一 个 矛 
B :因为 素数 的 分 解 是 唯一 的 ,所 以 素数 2 不 能 
在 方程 的 一 边 出 现 偶 数 次 而 在 另 一 边 出 现 奇 数 
К. 故 方程 (3) 进而 方程 (1) 不 可 能 成 立 : “2 
不 能 写成 两 个 整数 的 比 ， 因 而 它 一 定 是 一 个 无 


ПО) 例如 .可 参阅 Howard Eves Ж ЭР Se ib (第 四 版 】 
第 65 Ji (Holt, Rinehart and Winston, New York, 1976). 
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И. 

问 一 个 证 明 方法 可 以 用 来 说 明 每 个 素数 的 
平方 根 都 是 无 理 数 . 但 是 ， 要 证 明 л Ше 是 无 
理 数 ， 则 需要 更 强 有 力 的 方法 . 瑞士 数学 家 约 
# - [EH ЧАР (1728 – 1777) 于 1768 
年 让 明了 x 的 无 理性 . 一 百 多 年 以 后 ， 德 国 数 
学 家 费 迎 南 德 ， 林 德 曼 (1852 - 1939) 在 1882 
年 证 明 z 不 仅 是 无 理 数 ,而 且 事 实 上 是 一 个 超 
Ж (М 16 页 脚注 中 1)， 他 的 证 明 长 达 十 三 
页 . 这 个 重要 的 数 的 地 位 藉 此 最 终 确 立 ， 从 而 
结束 了 对 这 个 数 的 特性 进行 的 长 过 近 四 于 年 的 
思考 和 探索 . 


з. 几何 级 数 的 收 伍 与 调和 级 数 的 发 散 


为 了 证 明 几 何 级 数 a+agqg+ag* + … 在 
-1<g<1 时 收敛, 我 们 首先 研究 有 限 几 何 级 数 : 
5 =а+а + ад + + ag". (1) 
(这 个 级 数 有 пой: а ВЪН, q 则 是 它 的 
A6. ЭА] q 乘 以 方程 (1) 的 两 边 ,我们 得 到 

45 = аа + ад + +a Faq. (2) 
(注意 : 相对 于 方程 (1) ,我们 已 把 方程 (2) 中 的 
每 一 项 向 右 移 动 了 一 位 . ) 如 困 我 们 现在 从 方 
T£ (1) 中 减 去 方程 (2) , 除 第 一 和 最 后 一 项 之 外 


的 所 有 项 都 将 消 掉 : 
5-45 =a- од". (3) 
我 们 据 此 得 到 5S(1- 9) = a(1- 2") EH 
_абй-д) 
[237] 3= [—-q " (4) 


这 个 公式 给 出 了 用 a，g 和 ”表示 的 这 个 几何 
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级 数 前 n 项 的 和 ， 

注意 :在 方程 {4 中 ,唯一 一 个 取决 于 rn 的 
项 是 д". MF g 的 绝对 值 小 于 1( 例如 ，- 1< 
9 <1}， 这 个 项 将 随 着 п 的 增加 而 变 得 越 来 越 
小 ;也 就 是 说 , 当 n 一 % 时 ,gq 一 0. 这 样 一 来 , 当 
这 个 级 数 中 的 项 的 数 自 无 限 增加 时 , Зо ж - 1 < 
q < 1, 它 的 和 逼近 极限 a/(r- 4). 我 们 说 有 限 
几何 级 数 a + aq + ed?+… 收 化 于 或 者 说 它 的 
和 是 


S=+% . (5) 


我 们 必须 再 次 强调 : 只 有 在 - 1< ea<1 时 ,这 个 
ARTAS; 对 于 绝对 值 大 于 1 的 q 的 值 来 
说 , 这 是 无 意义 的 . 例如 , 对 于 ze=1 和 4= 2, 
方程 (5) 的 右边 得 出 0-2) = - 1, 而 相应 的 
级 数 1+2+4+8+… 显 然 发 散 . 

为 了 说 明 调 和 级 数 发 散 ， 我 们 采用 对 比方 
法 : 我 们 把 给 出 的 级 数 与 另外 一 个 我 们 知道 其 
收 敏 或 发 散 状 态 的 级 数 ( “比较 用 级 数 ") 进 行 对 
比 . 如 果 原 来 级 数 的 每 一 项 都 小 于 比较 用 级 数 
的 对 应 项 ,而 且 如 果 后 者 收 合 , 那 么 给 出 的 级 数 
也 有 具有 相同 的 特性 . 另 一 方面 ， 如 果 原 来 级 数 
的 每 一 项 都 大 于 比较 用 级 数 的 对 应 项 ， 而 有 旦 如 
果 后 一 个 级 数 发 表 ， 那 么 原来 的 级 数 也 同样 . 
我 们 将 证 明 调 和 级 数 属于 后 一 种 情况 . 

我 们 用 S 表示 调和 级 数 ， 
I l 1 l LI 


ytatstet+Ttqg 


查 用 括号 划 出 的 每 一 个 项 群 中 ， 如 果 我 们 用 每 


ES PEM + (6) 
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у е — JH ЕЮ —1ЛИ, MAR 
个 新 级 数 5°. 


S'= T ebeleve3 303000 
E УА Рр РАНЕ, RIE ath A T BAM 
ш ag m Т ha ER ERE Tm CB, 
1/4« 1⁄3. 1/8« 175, SES). 因此 ,S$' 的 每 一 个 
RAPTUM S 的 对 应 部 分 和 : SI < 5,, 或 者 
换 一 种 表达 方式 5,> 51, HIPAG S.A 5, 分别 
是 5 A SHIRI n 个 部 分 和 , 但 是 级 数 $ 可 写 为 
S = 1+ 方 + 二 + 了 + (8) 

这 是 因为 每 一 个 括 起 来 的 项 群 都 有 一 个 和 1⁄2. 
最 后 一 个 级 数 显然 发 散 . 故 调和 级 数 也 发 散 . 

应 该 指出 ， 这 个 证 明 方 法 没有 对 调和 级 数 
发 散 速 度 有 多 快 作 任何 说 明 . 这 是 存在 性 定理 
的 一 个 典型 实例 . 存在 性 定理 是 确立 一 个 数学 
事实 (这 个 实例 中 调和 级 数 是 否 收 伍 ), 但 并 不 
给 出 与 涉及 到 的 量 (这 里 是 发 散 速 度 ) 的 数值 有 
关 的 任何 线索 的 一 种 定理 . 另 一 个 存在 性 定理 
是 关于 v2 是 无 理 数 的 定理 : 其 证 明 没有 给 出 
与 这 个 数 的 数值 有 关 的 任何 线索 , 它 的 值 必须 
从 其 他 地 方 , 即 其 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 见 第 61 页】 
中 推导 出 来 . 从 这 个 意义 上 讲 ， 玫 和 何 级 数 有 一 
个 很 大 的 优势 : 它 实际 上 产生 了 一 个 公式 ,从 这 
个 公式 可 以 求 和 , 只 有 很 少 几 个 无 穷 级 数 可 以 
很 容易 地 或 在 任何 情 议 下 都 能 找到 这 种 公式 ， 
而 儿 何 级 数 就 是 其 中 之 一 ( 见 第 和 0 页 阿 贝 耳 的 
ii). 
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4. 第 74 页 上 的 一 些 公式 是 怎样 得 
到 的 ? 


我 们 在 这 里 给 出 第 74 TX о 中 用 于 推导 
黄金 比率 #5 的 两 个 公式 的 启发 式 方法 ; 有 关 更 
亚 格 的 证 明 , RZA - 齐 宾 著 《无 穷 大 的 运用 》 
第 妃 - 8 页 和 第 140- 141 页 (ERMEE 
学 学 会 , 1962). 

我 们 从 定义 方程 上 = dx = xZ(1 — x) ( BL SE 
70 91) 开始 . 首先 求 每 一 边 的 倒数 ， 我 们 得 到 
17g= x = (l-2) x. 右边 的 表达 式 可 写作 
17xz-1 或 点 -了 我 们 的 方程 变 成 了 1⁄9 = $ - 
1， 或 者 在 交叉 相 乘 之 后 得 到 g-%- 1=0. 求 
解 这 个 方程 的 正常 过 程 是 使 用 二 次 公式 ， 得 到 
HEER g= (1+ /5S)/2= 1.618. 但 是 我 们 
可 以 试用 不 那么 “常规 的 "方法: 我们 先 把 方程 
的 首 项 分 离 出 来 ,然后 用 它 “ 求 解 "#, 此 时 把 其 
他 的 所 有 项 都 当 作 是 已 知 的 : 

$-144$, S $1. 
UR, GUB ВАУ $ 与 左 侧 的 # 是 一 样 的 ， 
所 以 我 们 可 以 任意 她 把 左 侧 的 点 代 人 这 个 公 


Җ:#= V1+ v1+$. 在 这 样 做 一 次 之 后 ,什么 
东西 也 无 法 阻挡 我 们 接着 往 下 做 . 这 样 一 来 ， 
我 们 得 到 了 序列 

= М1+#= Ve Vies Vii 


ASTA. 
我 们 可 以 把 这 种 过 程 继续 到 任意 远 的 地 方 ， 结 
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果 会 使 右 柚 平方 根 中 # 的 数目 不 断 增加 . 唯一 
的 问题 是 : з tek Ska? ИЯ, 我 们 将 
得 到 某 种 很 有 趣 的 东西 ;不 然 的 话 ,我 们 只 是 在 
浪费 时 间 . 我 们 的 过 程 真 的 收 往 ， 这 一 点 并 不 
难 证 明 , 所 以 我 们 写 出 


é= V l+vVl+ l+: 


是 正当 的 , 它 就 是 第 74 页 给 出 的 无 穷 根 , 可 以 
很 容易 她 在 计算 器 上 计算 出 这 个 过 程 的 前 几 
项 , 并 看 出 它们 如 何 收 敏 到 1.618…; 一 个 可 编 
程序 的 计算 器 或 者 计算 机 都 将 使 这 项 任务 变 得 
更 容易 . 

为 了 得 到 $ 的 连 分 式 ， 我 们 再 次 从 方程 
l/$2$-13JFH&,3EH SR IL" GNIS $$ — 1+ 
1/$. ПАЛЕН T é ATP u [L LE 
多 次 地 重复 这 个 过 程 ， 

#=1+1⁄4 = 1⁄(1+ 1/74) 
=l+1⁄/(1+1/(1+1⁄$))=--: 
п} ЕК ИЕНА ЗХ h kak, ЛА Е —4 EE 
分 数 


] 
l+. 
P pha u pha S W ara? 我 们 再 次 从 原来 
BJ yË 1/х=х/ (1-х) 开始 . 通过 交叉 相 乘 ， 
我 们 得 到 x?= 1- x ,或 者 x = /1—х. 用 左边 的 


x 代 人 到 方程 中 ,我 们 可 得 到 * = v1- /1-х. 
最 后 一 遍 叉 一 遍地 重复 这 个 过 程 ,我 们 得 到 序列 


1+ 
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х= М1-х=М1-/1-х= Vi- vi- vl-x="" 


= М1-М1- Vico. 
在 这 里 我 们 故意 使 x 从 我 们 的 视线 中 消失 . 计算 


这 个 序列 开头 的 几 项 , 我 们 得 到 х= 1, х= 0, 12401 


x;-d,x4- Ө, КОНЕН, 我 们 看 到 我 们 序列 的 值 
没有 收 化 于 期 望 什 17 $ 20. 618…, 而 是 在 0 和 1 
之 间 摆 动 . 

高 等 微 积 分 学 教程 中 能 够 找到 使 用 选 代 方 法 
求解 形 如 x = f(x) 的 方程 解 的 可 靠 判 据 ; 例如 , 可 
参阅 里 查 德 . 库 朗 著 《 微 积分 》 第 一 卷 第 358 页 
(Blackie & Son, London, 1956). 

假定 5=90= л 2 弧度 , 注意 sin(z/2) =1 
而 cos (х/4) = V272, 然后 重复 使 用 半角 公式 
cos($/2) = v (14 cosh )/2, 便 可 根据 三 角 恒 等 式 
(sing)/$ = cos($/2) - cos( $/4) + cos($78) -È 
出 维 埃 特 关于 n 的 无 穷 乘积 . 

表 2 中 剩 下 来 的 表达 式 只 能 通过 使 用 微 积 分 
中 的 方法 才 可 求 得 (参见 里 查 德 . HEBR). 然而 ， 
ENSE - 欧 拉 于 1736 年 成 功 地 求 出 了 无 穷 级 
ТИ 22 3+… 的 和 ,他 把 有 限 多 项 式 的 
根 的 特性 推广 到 函数 sin# 的 无 穷 级 数 . 在 这 样 做 
的 过 程 中 ， 他 完全 忽略 了 无 穷 级 数 不 总 是 像 有 限 
多 项 式 那样 遵循 一 般 代 数 规律 这 一 事实 . 然而， 


D FERR. ЖИЕ ИЗӘ R B 2 P' x= Ü, x. = 
vl1-zn.i OC 21.2.3, HE Ж. АИА УЗА ИР HE 
面 讨论 的 其 他 序列 . 


他 了 从 这 里 出 发 ,证 明 这 个 级 数 收 人 鳅 于 r6 并且 
得 到 了 数学 中 一 些 最 漂亮 的 公式 , 具体 细节 ， 
请 参阅 彼得 - 贝克 曼 着 《7 的 历史 》 第 152 153 
页 (Golem Press, Boulder, Colorado. 1977). ÆF 
有 关 结 果 , 也 可 和 参考 乔治 F: 西蒙 斯 著 《 微 积 
分 与 解析 几 柯 学 》 第 742- 745 和 823- 825 页 
(McGraw — Hill, New York, 1985). 


5. 图 的 反 演 的 一 些 特性 


我 们 将 证 明正 文中 提 到 的 圆 的 反 演 的 两 个 
性 质 . 我 们 假设 反 演 圆 是 单位 区 ， 即 半径 为 1， 
圆心 为 О 的 圆 ,我 们 用 e 表示 这 个 圆 . 

TRA Od. 反 滨 把 不 经 过 国 心 O 的 直线 变换 

成 通过 O óy W.S mH. 

证 明 : 设 这 条 直线 是 ! (图 AS. D. 我 们 在 ! 
上 选择 两 个 点 , 点 P 最 靠近 О, 另外 一 个 是 任 
意 点 Q. 设 P 和 0 在 反 演 中 的 像 点 分 别 是 Р' 

1241! 和 Q'. 所 以 ,OP'= 1/ОР„ОО' = 1/00 ,或 者 
OP - OP'= 00+ 00'=1. (1) 
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Mops di 4331 
0 = . (2) 

但 是 这 意味 着 三 角形 全 ОРО 相似 于 全 00'P 
(РОО 呼 两 个 三 角形 的 公共 角 ). AAP E 
直线 上 上 中 O EGER, 直线 OP 垂直 于 I; 所 
ULLA ОРО 是 一 个 直角 位 于 P 的 直角 三 角形 . 
А 0Q9'P 也 是 一 个 直角 三 角形 ， 其 直角 位 于 
Q'. ПАЖ p 9 在 直线 上 的 位 置 元 关 . 现在 我 
们 使 用 欧 几 旦 得 几何 学 中 的 一 个 著名 的 定理 
与 一 条 给 定 线段 两 端 连 线 成 直角 的 所 有 点 形成 
的 轨迹 ， 是 一 个 直径 等 于 给 定 线段 长 的 圆 . 所 
EA. 当 0 沿 直 线 ! 移动 时 , 其 像 点 0' 画 出 一 个 
直径 为 OP'N К. 这 个 圆 经 过 О. 

注意 : 图 A5. 1 中 的 直线 了 从 反 演 圆 ce 的 
外 边 经 过 . 得 是 ,我们 的 证 明 是 完全 有 具有 一 般 
性 的 ,即使 与 c 相交 (只 要 | 不 经 过 O) , 它 也 
将 适用 . 当然 ,在 这 种 情况 下 , 像 点 圆 大 将 部 分 
地 位 于 c 之 外 ({ 见 图 12. 3). 

为 了 证 明 这 种 性 质 的 逆 定 理 一 一 反 演 使 每 
一 个 经 过 O 的 圆 变换 成 一 条 不 经 过 0 的 直线 ， 
我 们 只 需 运用 反 演 的 对 称 特性 ; 这 种 特性 表明 
“点 ”和 “ 像 点 " 两 个 词 总 是 可 以 互 换 ( 见 第 119 
И). 所 以 ,如 果 点 0O' 面 出 一 个 经 过 O Н, ЯБ 
么 其 像 点 ( 即 点 0) 将 沿 一 条 不 经 过 0 的 直线 
移动 . 这 便 完 成 了 这 种 证 明 . 

TER 2: 反 演 把 不 经 过 O Етаж 

it og. 

证 明 : 设 这 个 圆 是 {图 A5.2), MARITE 
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二 上 选择 三 个 不 同 的 点 : 5 РЕ ОЮ, Q 
Bp O ERE 57 — T К. (在 图 A5.2 中 , 直 


£& OR 53 k JHUJ, [E JEU SE ORE k 上 的 任 
何 点 都 可 以 . ) 所 以 , 线段 PQ 是 天 的 一 条 直 
te. 现在 我 们 看 一 看 这 些 点 的 像 点 P' QU 
R'. 我 们 得 到 了 ОР'= 17 ОР, ОО'=1/ OQ VÀ 
及 OR' = 1/OR. 所 以 ， 
OP + OP'= 00+ 00'= OR - OR' = 1, (3) 
或 者 

OP OR' 00 OR' 

OR ОР ' OR^O0Q' ` 
Z FOR 还 是 全 OPR 和 全 OR'P' 的 公共 角 , 所 以 
这 两 个 三 角形 相似 . AR AAR O't 
似 . 设想 R SRL k 以 顺 时 针 方 向 运动 . 那么 坦 
径 PQ 所 对 的 PRG 是 一 个 直角 . [注意 :我 们 
是 以 顺 时 针 方 向 {从 R 2) Q) 测量 的 这 个 角 .] 
我 们 希望 说 明 . 人 <P'R'Q' 也 是 一 个 直角 , 但 这 是 
以 反 时 针 方 向 测量 的 . 

为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 使 用 初等 几何 的 第 

二 个 定理: 三 角形 的 一 个 外 角 等 于 它 不 相 邻 的 
两 个 内 角 的 和 (E A5.3)， 因 此, ZOQ'R' = 


0P'R'+AP'R'Q'. 或 者 


ZP'R'O'= Z00'R'- ZOP'R'. (5) 
但 是 ， 因 为 全 OPR 与 人 ОК'Р'{@ A 00R 与 
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A OR'Q'—FERABIDIBS, 所 以 A 人 00'R'= 2 ОКО, 
了 OP'R'= ZORP. 因而 方程 (5) 变 成 了 
ZP'R'Q'2 ZORQ - Z ОВР = Z РКО 
= 90°. (6) 
Ëy Z P'R'QO E 90°. 所 以 , 25 R = Ë E 35 PQ 
的 圆 上 移动 时 , RR' 画 出 一 个 直径 为 РОНЕ 
k'. 这 就 完成 了 这 个 证 明 . 

注意 :尽管 二 PRO 是 以 顺 时 针 测 量 的 ,然而 
ERJ IRA” Z P'R'O'SIE LE pr 4 |I RES, x 
就 意味 着 只 绕 让 沿 顺 时 针 方 向 移动 ,其 像 点 R 
ТП РУТЕ. 反 演 像 反射 一 样 ， 总 
是 把 图 周 运动 的 方向 颠倒 过 来 . 

还 有 一 点 值得 注意 ,而 且 还 很 有 趣 : 尽管 反 
EIE А &', 然而 上 的 中 心 并 温 有 被 变 
换 成 的 中 心 ;也 就 是 说 ,尽管 反 演 保留 了 作为 
一 个 贺 所 具有 的 特性 , 然而 , 它 并 没有 保留 作为 
圆心 的 特性 . 这 是 因为 .“ 作 为 圆心 ”是 一 个 涉 
及 到 距离 的 特性 〈 圆 心 与 圆 上 的 所 有 点 等 距 ) ， 
而 且 我 们 已 经 看 到 , 反 演 并 不 保持 距离 . 

这 里 给 出 的 证 明 是 所 谓 的 “综合 "证 明 一 一 
它 完全 依赖 于 几何 结构 . 人 们 可 以 使 骨 “解析” 
让 明 论证 相间 的 特性 ， 这 就 是 解析 几何 的 方法 . 
Hep es 同样 的 证 明 将 立刻 确定 
性 质 1 827. 

友 演 的 第 三 个 特性 (涉及 到 角度 保持 ) 将 结 
合 球 极 平面 投影 进行 讨论 . 


T NF. ЗЕ КЖ 高 现 点 下 的 初等 数学 ， nip) 
(Dover Publications. New York) .第 98 — 102 XI. 
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最 后 ， 我 们 给 出 一 种 对 于 单位 圆 。 求 一 个 
给 定点 的 道 的 几何 作 图 . 首先 假定 P 在 c 之 外 
(Fd А5.4). 把 圆规 的 一 支 臂 放 在 P 上, 张 开 它 
以 便 使 另外 一 支 避 与 锐 心 0 HR. BIER 
IM, 与 e 相交 于 点 只 和 3 处 . 再 把 图 规 的 一 支 
辟 放 在 R 处 ， 张 开 另 一 支 辟 站 至 它 与 0 重合 

12441 然后 画 出 第 二 段 狐 . 这 段 弧 与 直线 ОР 的 交点 

Q fgk Pu. 

为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 注意 到 我 们 的 结构 
Ф РО = РК, RO = КО. 所 以 全 OPR #2 ОКО 
ЖАРЕ ЈЕ, ПА Я Z РОК 是 两 个 
三 角形 的 会 共 角 ， 所 以 它们 还 相似 . 这 里 
OP / OR = OR / OQ .或 者 OP + OQ = OR°= 1, XX 
就 意味 着 0 是 РШ. 

如 果 P 在 < 中, 我 们 把 线段 OP 伸展 整数 
È. 直到 我 们 到 达 c 外 的 一 个 点 P' 为 止 , 假设 
这 需要 外 延 п 倍 ， 以 便 OP'- nOP. 我 们 现在 
还 和 以 前 一 样 求 РАУ, 然后 把 线段 00' 延 长 
п, 由 此 得 到 点 Q. ix sdb РЙ; Б 
Ж ОР - 00 = OP > (л00') = (n0P) - OQ'= 
OP’ - 00' = OR?, 

注意 :在 每 种 情况 下 ,整个 作 图 只 使 用 了 一 
个 圆规 ;图 中 的 直线 PR, RO 和 КО 在 作 图 中 并 
不 是 必要 的 . 


6. 球 极 平面 投影 的 一 些 特性 


我 们 将 证 明正 文中 谈 到 的 球 极 平面 投影 的 
三 个 性 质 . 我 们 假设 我 们 的 球体 有 一 个 单位 直 
经 ( 即 半径 为 1⁄2; 这 将 确保 赤道 的 像 点 在 平面 


— 323 一 


HA 


FA 


—- 324 一 


6.1 


6.2 


土 是 一 个 单位 圆 ). 设 球体 的 南极 S 与 地 图 的 
平面 接触 . 图 A6.1 给 出 了 该 球体 的 剖面 图 ; 线 
Et EE 代表 赤道 . 


o Ld 


性 质 1: 球 极 平面 投影 把 具有 相同 经 度 和 
相反 纬度 的 两 个 点 变 撞 成 地 图 上 的 两 个 互 
为 反 演 点 的 点 . 1&5) jd. SK k F iñ Q£ da 
中 的 反射 对 应 于 地 图 平面 中 的 反 演 . 
证 明 : 令 这 两 个 点 是 P 和 ,其 纬度 分 别 
为 a M-a. 现在 我 们 使 用 初等 几何 中 的 一 个 
定理 : 一 个 加 中 对 应 于 同一 段 统 的 圆周 前 等 于 圆 
fti — (I A6. 沪 ,所 以 我 们 得 到 {图 А6. 1): 
AZ ENP =а/ 2， 因 为 对 应 于 同一 段 弧 ЕР; 
ДЕМО = -а/ 2, 因为 人 人 ENO 与 E00 对 应 于 
同一 段 弧 EQ; Z ENS = 45°, 因 为 人 人 ENS *3 Z EOS 
对 应 于 辣 一 段 弧 ES. 所 以 ,一 PS = 45° + о /2, 
Z QNS = 45? -a/2， 现 在 我 们 使 用 正切 三 角 函 
Ж {写作 “tan") 求 线段 SQ', SE' 和 SP' 的 长 度 ; 


在 这 样 做 的 过 程 中 ,我 们 记 住 NS = í: 
SQ' = tan(45° ~ а/2), 
SE'=tand5°= 1, 
SP’= tan(45°+ a /2). 
使 用 两 个 著名 的 三 角 恒 等 式 {( 即 所 谓 的 “和 差 公 
式 ,上 述 方程 中 的 第 一 个 和 第 三 个 可 写作 


1 - tan 1 + tar 
S0! 2 _ Тат» 
9 I = а ` 

Tiam l- лат 


据 此 可 得 到 SP'- SQ'= 1, #ЕН{# P^RÓ ОН 
对 于 地 图 上 的 赤道 圆 互 为 反 演 . 

性 质 2; RRF а X dex k bs) 5 Л 

HEE- EEA: E A ea: E t E K. 

XB. 

证 明 :我 们 只 证 明 这 个 性 质 的 第 二 部 分 , 即 
关于 直线 的 那 一 部 分 . 对 于 第 一 部 分 ， 读 者 可 

1246] 参考 其 他 书籍 了 

令 地 图 平面 中 的 直线 为 1. 我 们 用 直线 把 
上 每 一 点 与 北极 N 连接 起 来 ， 使 1 上 的 每 一 
点 反 向 投射 到 球体 上 (图 A6.3). 这 样 产生 的 


CD Konrad Knopp Æ., Frederick Bagemihl РЁ СА ЖИЛЕ 
FR .第 35— 39 W (Dover Publications, 1952}. 
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6.4 


BOE ab TH 1 入 确定 的 平面 内 . 这 个 平 
面 以 经 过 N 的 圆 上 切割 球体 . 所 以 , 地 图 平面 
中 的 每 一 条 直线 【包括 从 S 发 出 的 直线 ) 被 投 
射 到 经 过 球体 北极 的 一 个 圆 上 . 

为 了 证 明 这 个 命题 的 道 命 题 ， 我 们 使 用 投 
影 的 对 称 特性 :如 果 Р' Р By ux RU] P pr 
的 像 点 . 这 样 一 来 , 作为 一 个 反 演 , “点” 和“ 像 
点 “这 两 个 闻 永 远 可 以 互 换 . 由 此 可 见 , 经 过 球 
体 北 极 的 每 一 个 圆 都 被 变换 成 地 图 上 的 直线 . 

性 质 3: 球 极 平 面 投影 是 悍 形 {人 怪 角 ) 的 ， 

我 们 将 证 明 ， 如 果 地 图 平面 中 的 两 条 曲线 
f a 相交 ， 它 们 在 球体 上 的 像 盟 线 也 以 角 a 
相交 ; 换 句 话说 ,投影 是 保 角 的 . 

HE BH :首先 我 们 必须 弄 清 楚 ,两 条 曲线 的 相 
交角 是 什么 意思 . 相交 角 是 指 两 条 曲线 的 切线 
在 交点 形成 的 角 (图 Аб. 4). 在 交点 P 附近 的 
一 个 小 范围 内 , 我 们 可 以 用 切线 ¿, Ял е, BE Hh 
£k Е ks. 


我 们 现在 把 这 两 条 切线 投射 到 球体 上 . 每 
一 条 切线 都 将 穿越 经 过 北极 的 一 个 贺 ， 我 们 把 
这 两 个 辆 称 为 c| 和 с. 现在 c, 和 ce: 在 球体 上 
的 两 点 N 和 PARZ. 而 且 ， 按 照 加 的 几何 
学 ,它们 的 交角 与 在 N 和 PU. 但 是 在 
NN 处 ci 和 和 c; 的 切线 是 水 平 的 ， 因 此 {在 空间 
上 + 平行 于 直线 tfl t, 因而 ,c, 和 cz 在 六 处 ， 
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[ЕЁ ШЕ p'en 68 fb ,等 于 原来 曲线 在 P 处 的 
交角 . 这 便 完 成 了 证 明 

顺便 说 一 下 ， 球 极 平面 投影 的 保 角 特性 意 
PEE FL dH dii DESI. 这 是 因为 平面 中 的 反 演 
对 应 于 球体 赤道 平面 的 反射 (性 质 D. 由 于 反 
射 ,还 有 从 平面 到 球体 的 投影 都 保 角 ,所 以 我 们 
天 到 两 条 曲线 的 交角 在 反 演 中 也 得 到 保持 . 
(然而 , 请 注意 : 因为 反射 总 是 把 旋转 的 方向 倒 
本 过 来 ,因此 只 保留 了 角度 的 大 小 :其 方向 被 下 
倒 了 过 来 . ) 于 是 ， 两 条 不 经 过 反 注 中 心 O 的 
З ВАКА Р В {以 直角 相交 的 例 ), 二 
者 都 经 过 О. 我们 也 曾 看 到 双 曲 线 如 何在 反 演 
之 后 被 变换 成 以 O 为 中 心 的 “8" 字形 图 形 (图 
12- 5a). 这 两 个 圆 应 该 以 直角 相交 ， 因 为 双 曲 
线 的 两 个 分 支 在 无 穷 远 处 的 一 个 点 上 “相交 ”*， 
而 且 在 那里 垂直 .， 这样 一 来 , 反 演 通过 它 的 保 
角 特 性 ,使 我 们 看 到 了 在 无 穷 远 处 所 发 生 的 事情 ! 


7. 只 有 五 种 正 多 面体 的 证 明 


这 种 证 明基 于 与 任何 单 连通 多 面体 (一 个 
没有 润 的 多 面体 ) 的 面 数 二 、 边 数 Е 和 顶 角 数 
有 关 的 欧 拉 公式 : 
F-E«Fz2, (1) 
假设 我 们 的 多 面体 有 个 相同 的 面 , 每 一 个 面 
都 是 一 个 有 п 条 边 的 正 多 边 形 . (例如 ,对 立方 
12481 体 来 说 ， 严 = 6, n24. ) 然后 数 一 数 边 的 总 数 
H ,我 们 得 到 
nF = 2E. (2) 
URS ЯЛ PER EE, ТЕЗЕ ағ 中 数 
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TAK. 进一步 假设 r 条 边 在 每 一 个 项 角 V E 
相交 ，( 对 立方 体 来 说 ,=8,r=3.) 然 后 再 数 
一 数 边 数 ,我 们 得 到 

rV = 2Е. (3) 
因为 每 条 边 连接 两 个 顶点 . 用 方程 (2) 和 (3) 中 
的 只 和 下 代 人 方程 (1) ,我们 得 到 


2E gp. a 
r n 
或 者 
1 l_1 1 
л =Е? A (4) 


现在 我 们 知道 n23,r23, Ню — 
边 形 至 少 必须 有 三 条 边 ， 而 且 多 面体 的 每 一 个 
顶 角 上 至 少 必 须 有 三 条 边 相 交 . 但 是 方程 (4) 
意味 着 n 和 + 不 能 两 个 都 大 于 3, 不 然 的 话 , 方 
程 (4) 的 左边 将 小 于 {或 等 于 }1/2, 从 而 使 上 成 
为 一 个 负数 (或 者 当 n=r= 4 时 是 不 确定 的 ) . 
这 样 一 来 ， 我 们 只 有 在 上 = ЗЕ r 的 可 能 
值 ,以 及 +=3 时 sn 的 可 能 值 ; 

对 于 n=3, 方 程 (4} 变 成 了 


因而 , г 的 可 能 值 是 3, 4 或 5{r = 6 将 使 E 是 不 
确定 的 ; 大 于 6 的 任何 值 将 使 它 成 为 负数 ). E 
的 对 应 值 分别 为 6，12 或 了 ， 这 便 产 生 了 四 面 
体 、 立 方 体 和 十 二 面体 ， (注意 : 这 些 立 体 是 
n = 3 时 得 到 的 立体 的 对 偶 一 一 这 正 是 我 们 兽 
提 到 的 对 称 的 结果 ; MAS 138 页 .) 这 些 情况 包 


括 了 所 有 的 可 能 性 , 这 样 看 来 ， 与 平面 中 有 无 穷 Ul 


多 个 正 多 边 形 不 同 , 空间 中 只 有 五 种 正 多 面体 ， 


8. 群 的 概念 


群 是 满足 下 列 四 个 要 求 的 所 有 对 象 或 “元 
素 " (不 考虑 它们 的 具体 特性 } 的 集合 : 

1. 在 群 的 元 素 中 定义 一 种 运算 , 使 得 在 该 
群 的 尾 何 两 个 元 素 上 进行 这 种 运算 时 ， 所 得 结 
果 总 是 群 中 的 另 一 个 元 素 . 因为 缺少 更 好 的 各 
字 ,习惯 上 把 这 种 运算 称 为 “乘法 ”“( 尽 管 群 的 元 
素 可 能 不 是 数字 ). 因此 ， 两 个 元 素 a ЖБ 
莱 " 的 结果 是 它们 的 积 , 用 ab 表示 . 由 于 ab 一 
定 总 是 群 中 的 一 个 元 素 ， 我 们 说 乘法 中 的 群 的 
Ju Je" BGB RIT 

2. 在 群 的 元 素 中 , 必定 有 一 个 称 为 单位 元 
素 的 元 素 , 用 e 表示 ; 对 于 群 中 的 每 一 个 a 来 
说 , 这 个 元 素 使 ае = ai 也 就 是 说 , 用 е RAIE 
何 元 素 的 效果 是 “什么 也 没 做 ”. 

З. 对 于 群 中 的 每 一 个 元 素 a, 一 定 有 另 一 
TOUR b 在 这 个 群 中 , 使 得 ab = e. b 5 a 
Їй. 

4. 结合 律 适用 于 群 中 的 所 有 元 素 , 这 就 
是 说 , 如 果 a, b 和 < 是 群 中 的 任何 元 素 , 我 们 
可 得 到 a (be) = (ab) c, ARTER HAME 
无 关 紧 要 . 

注意 ;交换 律 不 在 群 的 要 求 之 中 ,因此 很 有 
可 能 ab x ba. 以 下 是 群 的 凡 个 实例 ; 

1. 加 法 中 的 整数 . 这 里 的 。 是 数字 0， 一 
个 整数 的 逆 是 它 的 负数 ，!( 实 际 上 , 对 于 任 一 整 
数 a 来 说 ,a +0=a,a+(-a)=0. ) 由 于 两 个 
整数 之 和 一 定 总 是 另 一 个 整数 ， 因 此 满足 了 条 
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ff GEB. 当然 . 我 们 还 知道 , 数字 相 加 是 满 
足 结合 律 的 . 

2. 乘 法 中 的 有 理 数 (0 除外 ). 这 里 e = 1, 数 
字 a 的 道 是 它 的 倒数 Va. 从 有 理 数 的 特性 可 知 ， 
封闭 和 结合 律 的 要 求 在 这 里 再 次 得 到 满足 ， 

3. 乘法 中 的 数 集 (1. - 1. i. г), EB 1250] 
= - 1. 这 是 有 限 群 (前 面 介 绍 的 群 都 有 无 穷 
多 个 元 素 ), 注意 : 它 的 子 集 {1，- 1} 自己 也 是 
同 种 运算 中 的 一 个 群 ， 这 是 因为 这 个 集 满足 群 . 
ЕТА ОЧ ЖЖ. GJE Li, - i) 米 说 不 是 这 
样 ,因为 这 个 集 在 乘法 中 不 是 封闭 的 ; 例如 - 
i= 一 1; 而 且 它 也 没有 单位 元 素 . ) 这 样 一 来 ， 
RIL - 11 是 这 个 大 群 的 子 群 . 整个 群 的 "乘法 
= "ЛЕ; 


4. WIR (其 元 素 不 是 数 ) 的 一 个 例子 是 
平面 中 的 所 有 向 量 . 向 量 是 一 种 有 大 小 和 和 方向 
HE: 它 由 一 个 箭头 或 者 一 条 有 方向 的 线段 表 
示 , 而 且 用 粗 体 字母 表示 {其 中 第 一 个 字母 代表 
向 量 的 起 点 ,第 二 个 字母 代表 向 量 的 终点 ， (向 
量 的 例子 有 平移 ,速度 和 力 . } 这 里 的 群 运算 是 
向 量 加 法 , 它 是 根据 大 家 熟悉 的 “三 角形 法 则 ” 
进行 的 :在 把 向 量 AB 和 CD (图 Ag8.1) 相 加 时 ， 
我 们 首先 平行 移动 CD ,直至 它 的 起 点 C 与 AB 


的 终点 B 重合 为 上 . (注意 :向 量 CD 和 BE 相 
SE. 因为 它们 的 大 小 和 方向 相同 .) 然后 ,通过 
连接 AB 的 起 点 4 和 BE 的 终点 E, 便 可 得 到 
АВ + ВЕ 的 和 ,结果 是 АЕ. Ж € АА 形式 
CELER za) 的 任何 向 量 , 向 量 AB 的 道 是 向 量 
ВА 一 一 这 两 个 向 量 大 小 相等 ， 方 向 相反 . CX 
PRL, АВ + BA = AA ,这 符合 群 的 第 三 条 要 求 .) 
最 后 ， 我 们 可 以 证 明 结 合 律 总 能 实现 : AB + 
(BC + CD) = (АВ + BC) + CD. 实际 上 ,根据 
12511 三 角形 法 则 .这 个 方程 的 左边 是 AB + BD, W 

而 等 于 AD ;而 右边 则 等 于 AC + CD ,或 者 АР, 
这 就 证 明了 上 述 规 则 

既然 平移 基 问 量 ， 我 们 看 到 平面 中 所 有 平 
移 的 集 形 成 一 个 群 . 这 个 群 正 是 我 们 在 第 20 
章 旨 到 过 的 与 一 个 图 形 的 对 称 元 素 有 关 的 群 . 

还 可 以 证 明 : 等 边 三 角形 的 六 个 对 称 元 素 
Hik (RF 207 页 ) 是 一 个 群 . 这 里 的 群 运 算是 
两 个 对 称 元 素 的 组 会 ， 即 逐次 贴 合 ， {事实 上 ， 
这 是 一 个 韭 交 挽 群 的 例子 Y.) 


最 后 应 该 指出 的 是 与 两 次 反射 组 合 有 关 的 . 


两 个 结果 . 如 果 我 们 组 合 平行 镜子 中 的 两 次 反 
射 , 其 结果 是 ~ 次 平移 ; 平移 横越 镜子 ,平移 距 


"i SR NL Cw Sawyer ELBEN PE1Ñ)(Pengiun Books. 
VMarmonkdsworth. 966. 


图 A8. 1 


向 量 的 加 法 . 
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E A8.2 ТН РРА 
apre СТВА T 
MPE: TO PEBE аА 
mji W ny pu fe. (注意 : 
ttt = 
24.) 


КАВ ЕН Ру 
Га АЙ - - 488 El hii 
料 前 两 倍 的 旋转 (注意 : 
#+@ф+(а-@)+{е-Ө@}= 


7a.) 
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m, m; 


х х 9 — х ф- х ' 


离 等 于 镜子 间 间 隔 的 两 倍 {图 A8.2). 这 是 在 
理发 店 常见 的 情况 ,在 那里 ,你 在 每 一 面 别 的 镜 
子 持 使 可 看 到 你 的 头 后 面 . 类 做 的 情况 是 ， 在 
一 对 倾斜 镜子 里 (例如 在 万 花 简 中 ) 的 两 次 反射 
的 组 合 结果 是 一 次 旋转 ; 旋转 中 心 是 镜子 的 交 
点 ,其 角度 是 镜子 间 夹 角 的 二 倍 (图 A8.3). 当 


我 们 站 在 两 面 呈 90* 夹 角 的 镜子 之 间 时 ,可 以 看 
到 这 种 情况 : 我 们 在 每 一 面 镜子 里 都 看 到 了 我 
们 的 反射 图 象 . 但 是 当 我 们 向 它们 的 交 线 看 时 ， 
我 们 看 见 我 们 自己 , 像 是 别人 看 我 们 一 样 一 一 


我 们 的 真实 图 象 旋转 了 180°. 这 两 个 结果 与 可 12521 


能 的 对 称 群 ( 沿 一 条 直线 以 及 在 平面 中 ) 的 数 利 
有 限 这 个 事实 有 关 


9. 康 托 尔 关 于 宕 集 的 元 素数 目 多 于 
生成 这 个 占 集 的 集 所 具有 的 元 素数 的 证 阴 


在 下 而 的 讨论 中 ， 我 们 将 使 用 现代 集合 论 
WJ Ait. 一 个 集合 (有 限 的 或 者 无 限 的 ) 的 元 素 
数 日 是 它 的 基数 ( 康 托 尔 原来 使 用 的 是 “圭一 
词 ) .而 一 个 给 定 集 的 所 有 子 集 的 集合 则 是 它 的 
Hd. 

令 这 个 集合 为 5, ШЕЛ ЕДЕ SU. 我 们 希 
HEA 5' 的 元 素 总 是 比 S 多 ; 也 就 是 说 , 5' 的 基 
数 比 5 X. 

对 于 一 个 有 限 集 来 说 ， 这 一 点 很 容易 证 明 . 
如 果 S 有 个 元 索 ,那么 5’ 将 有 2" 个 元 素 , 通 
过 归纳 法 可 以 很 容易 说 明 这 一 点 . 因为 对 于 所 
有 的 n=0,1,2,… 来 说 , 2"> n.XX REUEBH T 3$ 
们 的 论断 . 

然而 ,对 于 无 限 集 来 说 ， 这 种 证 明 没 有 意 
X. ч a 无 穷 大 时 ， 我 们 没有 赋 子 表达 式 
2^ КЖЕ ЖЖ. 所 以 康 托 尔 不 得 不 把 他 的 证 明 
完全 建立 在 一 一 对 应 概念 的 基础 之 上 ， 它 表明 
无 法 在 S 和 3' 之 间 建 立 这 种 一 一 对 应 . 他 的 
证 时 理所当然 有 些 抽象 ,因为 无 法 使 用 普通 ( 即 
有 限 的 ) 代 数学 的 公式 ， 

假设 一 定 存在 这 种 1 : 1 对 应 . 这 就 是 说 ， 
对 于 S 中 的 任何 一 个 ; 来 说 ,在 S*" 中 有 且 仅 有 
STs, 反之 亦 然 ; 用 符号 表示 就 是 sos’, 我 
们 把 “ 像 ” 为 ;' 的 元 素 ;, 称 为 ;' 的 “ERT”. 
(当然 ,从 对 应 的 1: | 特性 看 ,生成 元 "和 * 像 ” 
这 两 个 词 总 可 以 互 换 . ) 应 当 指 出 : TRPI 
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应 的 实际 规则 可 能 具有 相当 大 的 任意 性 ， 只 要 12531 


满足 1 : 1 要 求 即 可 . 为 了 便于 说 明 , 假设 s = 
fa,b.e), 那 么 S'= Hlal, (bh, fet, (а, 0). 
(a.c), ib. c) ia, b,c É 1). (注意 :我们 在 
S' 中 ,还 把 sS 自身 以 及 空 集 { } 也 包括 在 内 .) 现 
在 令 我 们 的 对 应 如 下 : а (а, bl. b— lb, cl, 
e> ial. (RIER T S>, 而 不 是 ,因为 
实际 上 我 们 知道 $ 和 5' 无 法 1 : 1 对 应 . 】 

现在 5S’ 的 元 素 可 分 为 两 类 : 那些 包括 自己 
的 生成 元 在 内 的 元 素 (或 5 的 子 集 ), 以 及 那些 
不 包括 自己 的 生成 元 在 内 的 元 素 . 在 我 们 上 面 
的 例子 中 , 子 集 {a， bi 和 tb, ci 属于 第 一 R.E 
为 按照 我 们 的 对 应 规则 ， 这 两 个 集中 的 第 一 

有 生成 元 а, 而 第 二 个 有 生成 元 b. AT, + 
Ж la) 属于 第 二 类 , 因为 其 生成 元 c 没有 包括 
在 内 . 

现在 我 们 形成 了 一 个 新 集 Т, Ca S 中 
所 有 其 像 属 于 $' 里 第 二 类 的 元 素 ; 也 就 是 说 ， 
是 $ 中 所 有 不 包括 在 自己 像 里 的 元 素 . 因为 了 
包括 S 4л, 它 自己 是 S 的 一 个 子 集 , 所 以 
它 是 $5' 的 一 个 元 素 . 而 且 , 由 于 在 3 s 
有 一 种 1: 1 对 应 ， 所 以 了 在 $ 中 一 定 有 有 一 个 
生成 元 . 我 们 把 这 个 生成 元 称 为 s*. 

MERWE: * "包括 在 了 中 吗 ? 如 果 和 包括 
在 了 中 ,这 将 与 了 作为 S 中 所 有 不 包括 在 自己 
像 中 的 元 素 的 集合 这 个 定义 相 荐 盾 . 所 以 * 
不 包括 在 了 中 . 但 是 这 还 是 与 7 的 定义 相 革 
№, 因为 了 是 5 中 所 有 不 包括 在 它们 像 中 的 元 
素 的 集合 . 这 样 一 来 ，* * 必 定 包括 在 7 中 同时 
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又 必定 不 包括 在 了 中 ,这 显然 是 不 可 能 的 . A 
此 , S 和 5' 之 则 建立 起 1 : 1 对 应 的 假设 是 不 正 
确 的 . 

于 是 ， 我 们 证 明了 一 个 集合 及 其 宏 集 一 定 
有 不 同 的 基数 . 为 了 确定 谁 的 基数 更 大 ， 我 们 
注意 到 5 中 的 每 一 个 元 素 * 总 能 通过 平凡 对 应 
s= 43}, 与 5 的 一 个 元 素 匹 想起 来 . 所 以 5' 有 
E S 更 多 的 元 素 :; 罕 集 的 基数 总 是 多 于 它 的 
“E EKER. 


10. 集合 论 的 一 些 新 近 发 展 


我 们 简要 回顾 一 下 自 康 托 尔 19 世纪 80 年 
代 的 开拓 性 工作 以 来 ， 在 集合 论 领域 所 出 现 的 
一 些 进展 , 有 关 这 方面 更 详细 的 细节 ， 读 者 可 
参考 有 关 这 个 主题 的 大 量 文献 也 

这 些 发 展 中 的 第 一 个 开始 于 康 托 尔 自己 
他 在 1891 年 曾 想到 把 集合 论 的 观点 应 用 于 我 
们 能 够 想到 的 最 大 的 集 一 一 所 有 集合 的 集合 . 
这 样 一 种 包容 万 象 的 概念 自然 是 他 早期 工作 的 
逻辑 延伸 , 但 是 他 马上 起 到 了 一 个 困难 ， 这 个 
集合 的 基数 是 什么 ? WER, 它 一 定 拥有 所 存 
的 集合 中 最 大 的 可 能 基数 , 然而 ， 正 如 康 托 尔 
以 前 已 经 证 明 的 那样 ， 人 们 可 以 从 任何 一 个 集 
合 出 发 建立 一 个 有 葛 大 基数 的 新 集 ， 也 就 是 原 


(p 例如 .可 参阅 保罗 JI PAREA- ЖЕНЫ 
集合 论文 以 科 学 美国 人 》,1967 年 12 HO. ЖЕРИҢ. W REI 
€ OUR: ФОНЕ} 5 COxfond University, New York. 
1980) rh B ff sb [e T E y: 19 185 п 20 此 纪 的 发 展 . 
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A 3633. 这 样 看 来 ， 所 有 集合 的 集合 
不 能 拥有 最 大 的 可 能 基数 . 这 便 成 了 很 多 悖 论 
之 中 的 第 一 个 悖 论 , 它 涉及 到 集合 概念 本 身 的 
EX. 

1902 EF, Ж ЗЕ TTE RES F 
# (1872- 1970) 遇 到 了 另 一 个 悖 论 . 在 各 种 各 
样 的 集合 中 ， 我 们 可 以 想到 有 一 些 集合 所 具有 
的 特性 只 属于 它们 自己 . 例如 ， 令 s 是 所 有 能 
够 用 正好 八 个 英文 单词 描述 下 来 的 物体 的 集合 . 
HT 5 本身 需要 用 八 个 单词 加 以 描述 , CAF 
EAD. 现在 考 虞 那个 由 所 有 不 属于 它们 自己 
的 集合 组 成 的 集合 R. R BE BP WE 
是 ,这 将 与 R 的 定义 相 冲 突 . 如 果 不 是 ,那么 它 
一 定 属于 它 自 己 , 因为 R 被 定义 为 所 有 不 启 于 
自身 的 集合 的 集合 , 所 以 ,RR 一定 同时 既 属 于 
它 自己 又 不 属于 它 自 己 ， 这 显然 不 可 能 . 罗素 
在 1918 年 给 出 了 这 个 悖 论 中 的 一 个 更 普遍 的 
类 型 ， 这 就 是 著名 的 理发 师 停 论 . 在 一 个 小 村 
子 里 只 有 一 各 理发 师 ， 它 的 门 上 有 这 人 么 一 个 招 
牌 :我 将 为 这 个 镇 中 任何 一 个 不 自己 刊 脸 的 人 
刊 脸 . ”这 个 招牌 在 一 个 小 图 片上 加 上 了 这 么 
一 句 话 :“ 那 些 自己 刊 脸 的 人 不 在 其 内 . ” 令 他 
感到 惊 博 的 是 ， 有 一 天 他 发 现 他 无 法 履行 自己 
的 诺言 , 因为 ; 他 应 该 自己 刊 脸 吗 ? 如 果 他 自己 
乔 验 ， 那 么 他 会 违背 他 本 人 只 给 本 镇 不 自己 刊 
FIJA BRANES. 但 是 , 如 果 他 自己 不 刊 脸 ， 
他 也 违背 了 自己 的 诺言 ,因为 根据 这 个 诺言 ,他 
必须 给 自己 刊 脸 ! 

МЕБ, ARAT EZA. 


— + A fe fib esa АОВ Ja] s HA, RE T BREVE 
1255) B A, CU fi iir E 8 Ban? t RR , BB 2 fi B 1455 
是 一 个 谎言 ОСЕТИ e — ЕВО А; 
但 是 如 果 他 不 是 一 个 说 谎 的 人 ， 那 么 他 的 性 悔 
是 真 的 ,所 以 他 是 一 个 说 谎 的 人 ! 或 者 我 们 看 一 
看 下 面 的 两 个 陈述 ; 
下 列 句子 是 很 的 
Рат ДН 


分 开 来 看 ,每 个 句子 都 是 一 个 正确 的 陈述 ; 放 在 
一 起 看 ,它们 构成 了 一 个 自 相 了 矛盾 的 循环 论证 ， 
一 种 等 同 于 埃 舍 尔 的 不 可 能 图 形 怪 图 的 逻辑 陈 
ж“. 

WEE M HH BLA CECI RS ЕЁ 
合 论 的 基础 . 一 种 不 断 形成 的 感觉 是 ， 这 个 理 
论 尽管 在 描述 无 穷 集合 方面 很 成 功 ， 但 是 它 不 
能 基于 康 托 尔 关于 集合 是 “我 们 的 直觉 或 思想 
中 确定 的 、 不 同 的 物体 m 以 任意 方式 成 为 一 个 
总 体 M” 的 直观 定义 . 特别 是 , 正如 罗素 指出 
的 那样 ， 当 这 个 定义 不 加 区 分 地 应 用 于 诸如 所 
有 集合 的 集合 之 类 的 集合 时 ， 它 会 给 我 们 带 来 
很 多 困难 . 罗素 坚持 认为 ， 在 定义 任何 特定 对 
象 的 集合 时 ， 人 们 不 能 使 用 定义 中 的 同一 个 集 


(D 然而， 另 -- 个 著名 的 悖 论 是 下 面 一 句 话 :“ 每 条 规则 
都 有 例外 .“ 奶 果 这 个 命题 是 对 的 , 它 一 定 也 有 例外 ;也 就 是 说 
一 定 有 一 些 规 则 没有 例外 . 但 这 又 使 这 个 命题 是 错误 的 ! 所 
以 ,这 个 命题 是 自 相 予 秆 的 . 面 且 好 像 动 所 了 称 为 排 中 律 的 最 
基本 的 逐 辑 原 理 ; 这 个 原理 指出 每 个 数学 命 右 不 是 对 就 是 错 . 
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合 . 用 罗素 自己 的 话说 就 是 ; “任何 涉及 到 某 种 
集合 的 全 体 的 东西 ， 一 定 不 是 这 种 集合 中 的 一 
员 .” 这 立刻 就 可 以 消除 上 述 悖 论 . 

但 是 其 至 是 这 种 限制 也 不 是 以 把 集合 论 
从 这 种 逻辑 漏洞 中 整体 上 解脱 出 来 . 在 力图 
把 这 个 理论 建立 在 一 个 坚实 而 严格 的 基础 之 
上 的 尝试 中 ,德国 数学 家 恩 斯 特 ， 策 墨 罗 
(1871 – 1953) 在 1908 年 系统 地 提出 了 由 九 个 
公理 组 成 的 系统 ; 这 九 个 公理 定义 了 集合 的 
BUE. 并 且 对 其 用 法 进行 了 调整 ， 他 的 做 法 
与 欧 几 里 得 用 十 个 公理 定义 几何 学 的 基本 概 
念 并 调整 其 应 用 的 做 法 大 致 相同 ， 具 体 说 来 ， 
这 九 个 公理 定 尺 了 两 个 集 之 间 的 基本 关系 (Н 
等 、 并 集 和 子 集 ) ,并 且 确 保 空 (“ 零 ") 集 、 ЭН 
集 以 及 其 元 素 自 身 也 是 集合 的 那 种 集合 的 存 
TE. 后 来 亚伯拉罕. A .弗兰克 尔 (1891 - 
1965) C 改进 了 恩 斯 特 ， 策 墨 罗 的 公理 系统 ;从 
此 以 后 ,， 它 被 称 为 策 墨 罗 - 弗兰克 尔 (ZF) Ж 
St, 并 且 成 了 集合 论 领域 大 多 数 研 究 的 工作 
基础 . 

在 九 个 ZF 公理 中 ,有 一 个 公理 由 于 假定 菜 
种 特殊 情况 下 的 事物 存在 这 一 特定 性 质 ， 而 引 
起 了 相当 多 的 争议 . 这 就 是 著名 的 选择 公理 


Ф) FARZ: ASAR (或 者 其 希 伯 来 语 说 法 Avraham 
Halevi) 是 我 于 1956 年 在 耶路撒冷 看 伯 来 大 学 时 的 老师 .他 屠 
极为 出 焦 的 热学 演讲 支 杂 很 多 奇闻 轶 条 ， 这 使 得 他 在 他 的 筷 
名 了 问 事 与 尝 生 中 成 为 一 个 具有 传奇 色彩 的 人 物 . 我 非常 高 兴 
能 够 把 这 本 书 献 给 他 . 
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(系统 中 的 第 从 公理 ) , 它 指 出 : 


如 果 S 是非 室 集 的 一 个 {有限 的 
或 无 限 ) EA. 而且 如 果 S 中 性 何 两 
个 集合 都 没有 公共 元 素 , 那 和 勾 ,建立 一 
个 新 集合 1 选择 集 ”) 是 可 能 的 ; = 
好 由 S 中 每 个 集合 PP 的 一 个 元 素 组 成 . 


对 于 有 了 腿 集 来 说 ,这 个 公理 非常 明显 :我 们 
REMA S 的 每 一 个 成 员 集 中 选择 一 个 元 素 即 
可 ， 而 且 这 会 立刻 给 出 我 们 的 选择 集 . 然而 对 
于 无 限 集 来 说 ,就 会 产生 一 个 问题 :我 们 如 何 准 
确 地 作出 我 们 的 选择 ? 这 个 问题 可 能 看 似 不 重 
蓝 , 但 是 我 们 应 记 住 ,我 们 现在 研究 的 是 无 限 集 
合 , 而 且 经 验 告诉 我 们 , 当 涉 及 到 无 限时 我 们 不 
能 认为 一 些 事情 理所当然 会 发 生 . SEE, R 
们 已 见 到 过 一 个 命题 ,其 真实 性 着 似 非常 明显 ， 
但 是 由 于 它 微 隶 地 涉及 到 了 无 穷 大 ， 使 得 数学 
家 们 有 理由 怀疑 其 自身 的 基本 前 提 . 这 便 是 欧 
几 里 得 第 五 公设 ， 即 著名 的 平行 公设 , 选择 公 
理 在 集合 论 中 占有 类 似 的 地 位 . 很 多 数学 家 已 
经 感觉 到 ,不 能 认为 它 是 理所当然 的 ,而 且 它 也 
不 像 亚 第 一 公理 那样 是 不 证 诺 明 的 ,因为 第 一 
公理 只 是 定义 了 两 个 集 的 相等 关系 (* 当 而 且 只 
有 当 两 个 集合 具有 相同 的 元 素 时 ， 这 两 个 集合 
才 相 等 ”) . 

选择 公理 很 重要 ， 因 为 集合 论 中 很 多 定理 
的 证 明 都 是 以 对 它 的 认可 为 前 提 的 ， 这 一 点 正 
好 与 欧 几 里 得 几何 学 中 的 很 多 定理 是 以 承认 第 
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五 公议 (例如 三 角形 的 内 角 和 等 于 180?) 为 前 提 
的 情况 相同 . 因此， 数学 家 们 很 不 愿意 放 充 这 
个 公理 ,他们 开始 试图 根据 ZF 的 其 他 公理 证 
明 这 个 公理 ,但 这 些 努 力 都 毫 无 结果 :先是 由 美 
籍 奥地利 数学 察 库 尔 特 ， 哥 德尔 (1906 — 1978) 
证 明 选 择 公理 与 ZF 公理 的 其 他 公理 相 容 ,也 就 
是 说 其 他 公理 不 能 证 明 它 是 不 对 的 . 后 来 又 由 
ES- 科恩 { 生 于 1934 年 ) 证 阴 ZF 公理 的 其 他 
从 个 公理 不 仅 无 法 证 明 这 个 公理 不 正确 ， 它 们 
也 无 法 证 明 它 正确 . 而 且 ， 哥 德尔 和 科恩 证 明 
连续 统 假设 ( 康 托 尔 关 于 在 内 o 和 C 之 间 没 有 超 
限 基数 的 猜想 , 见 第 92 70) 同样 是 既 无 法 根据 
ZF 公理 (有 或 没有 选择 公理 ) 证 明 其 正确 ,也 无 
法 证 明 其 不 正确 的 . 于 是 ， 希 尔 伯 特 在 他 1900 
年 的 演讲 中 了 向 数 学 界 提出 挑战 的 那个 著名 问题 
得 到 了 最 终 解 决 ， 但 是 这 里 使 用 的 方法 是 他 和 
他 的 间 代 人 所 不 曾 预测 到 的 

这 样 一 来 ， 无 穷 大 的 概念 在 它 的 历史 上 第 
二 次 改变 了 数学 的 进程 . 认识 到 第 五 公设 独立 
于 欧 几 里 得 其 他 公理 ， 意 味 着 它 无 法 被 一 个 可 
替换 的 、 非 等 价 的 公理 所 替代 . 这 就 导致 子 非 
欧 几 何 学 的 建立 ， 而 且 实 际 上 不 只 产生 了 一 类 
几何 学 ,而 是 产生 了 苦 千 类 这 种 几何 学 ,这 要 视 
选用 的 是 什么 替代 公理 . 选择 公理 从 站 辑 上 讲 
独立 于 其 他 ZF 公理 这 一 发 现 ,以 类 似 的 方式 产 
ETILAR REAG. 这 两 种 发 展 之 间 的 
相似 性 项 至 更 引 人 注 目 ， 因 为 哥 德 尔 和 科恩 在 
他 们 的 证 明 中 使 用 了 集合 的 “模型 ", 其 中 用 各 
种 替代 公理 来 取代 选择 公理 ; 正 像 19 世 纪 的 数 


— 
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学 家 使 用 几何 模型 的 方式 一 样 一 一 其 中 的 第 五 
公设 出 替代 公理 所 取代 (这 使 我 们 想起 了 球体 
曲面 , ECHI KEDRA FIT). 这些 模型 实际 
上 相当 于 对 已 知 结构 的 新 的 解释 ， 在 其 中 新 的 
公理 系统 成 立 ( 例 如 , 欧 几 里 得 球体 表面 被 解释 
为 非 欧 平 面 }. 

由 于 其 特定 性 质 ， 非 康 托 尔 集 合 论 中 使 
用 的 模型 比 它 入 的 非 欧 几何 对 应 物 更 加 抽 
象 , 而 且 没 有 “想象 ”它们 的 简单 方法 . 无 论 
inju, 它们 的 效果 再 次 显示 了 数学 的 相对 
Tk. 自从 泰勒 斯 和 毕 达 表 拉 斯 时 代 以 来 ， 数 
学 一 直 作 为 关于 绝对 和 确实 可 靠 的 真理 的 科 
学 而 受到 人 人 们 的 欢迎 ; 它 的 格言 被 尊崇 为 权 
EO LUE, 而 它 的 结果 被 认为 绝对 可 信 . “在 
数学 领域 , 一 个 答案 不 是 对 便 是 错 ” 是 一 个 年 
代 科 远 的 名 言 ， 而 且 它 反映 了 外 行 和 专业 大 
员 对 这 个 学 科 的 极度 尊敬 . 19 世纪 终止 了 这 
种 神话 . 正如 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 约 所 
证 明 的 那样 , 存在 不 同 种 类 的 几何 学 , MGE SR 
学 角度 讲 , 锭 种 几何 学 都 同样 是 走 的 ,我 们 
接受 这 些 几 何 学 中 的 哪 一 种 ， 只 是 一 个 选择 
问题 , 而 且 仅 级 与 我 们 同意 的 前 提 (公理 ) 有 
X. 在 本 刘 纪 ， 哥 德尔 和 科恩 证 明 这 对 集合 
论 也 同样 是 正确 的 . EE. 它 的 含义 远 远 超 
出 了 集合 论 领域 . 由 于 大 多 数 数学 家 同意 集 
合 论 是 整个 数学 结构 都 必须 建立 于 其 上 的 基 
础 ， 新 的 发 现 使 人 们 认识 到 不 仅仅 有 一 种 数 


学 ,而 是 有 上 几 种 数学 ,所 以 可 能 证 明了 在 使 用 


了 几 个 世纪 的 这 个 单词 之 后 加 上 复数 “s” 是 
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ERRI T. 

这 些 新 发 展 在 其 特性 上 是 那么 抽象 , 它们 
能 在 现实 世界 中 找到 任何 “实际 ”应 用 吗 ? 当然 
谁 也 说 不 清楚 ; 但 是 , 如 果 以 前 的 事件 可 以 作为 
一 个 指南 , 那么 其 答案 应 该 说 “是 的 ". 数学 忠 充 
满 着 乍 一 看 来 完全 抽象 的 发 现 ,然而 这 些 发 现 后 
来 都 被 证 明 对 其 他 学 科 有 着 极其 重要 的 价值 . 
我 们 已 经 看 到 , 非 欧 几何 学 在 刚 开始 时 作为 一 
个 纯粹 的 理论 创新 而 得 到 认可 ,而且 后 来 在 广义 
相对 论 中 找到 了 自己 的 应 用 领域 . 一 个 更 具 戏 
剧 性 的 例子 是 集合 论 , 它 是 一 个 数学 分 支 , 而 且 
仅 在 一 个 世纪 之 前 还 被 认为 是 全 部 数学 创新 中 
最 抽象 的 一 个 、 但 是 今天 它 已 成 了 物理 学 几乎 
每 个 分 支 中 的 一 种 不 可 缺少 的 工具 . 这 些 例子 
ЖАЯ, 数学 的 历程 像 任何 学 科 的 历程 一 样 是 非 
常 难以 陡 测 的 ,而 且 人 们 从 不 应 该 忽略 某 个 冷 售 
的 分 支 突 然 来 到 最 前 沿 的 可 能 性 . 正如 物理 学 
察 尼 尔 斯 - 玻 尔 (1885 - 1962) 曾经 说 的 那样 : 
“预测 是 非常 困难 的 事情 ,尤其 是 预测 未 来 !” 


由” 有趣 的 是 ， 正 好 在 荆 德 尔 出 版 了 他 的 选择 公理 专著 
十 年 之 后 ,物理 学 界 也 得 到 了 类 似 的 发 现 . 维 纳 pce а 
了 他 那 著 名 的 测 不 准 原理 : 根据 这 个 原理 , 人 们 不 能 同时 确定 
物质 粒子 的 位 置 和 动 首 ( 即 速 度 }， 而 且 事件 的 这 种 状态 是 真 
实 的 ,与 天 们 使 用 的 测量 装置 无 关 ，( 它 是 波 粒 二 象 性 的 绪 隧 ， 
这 种 结果 能 够 把 一 个 物质 客体 描述 成 一 个 粒子 或 波 ，) 诲 森 供 
的 原理 终止 六 诸如 位 置 、 速 度 和 十 速度 之 类 基 都 可 以 以 无 限 
精度 确定 的 观念 一 一 至 少 在 原理 上 是 这 样 的 . 这 标志 着 物理 
学 中 决定 论 的 终结 , 正 像 哥 德 尔 的 定理 终止 了 数学 中 的 决定 
论 一 样 . 
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这 研究 了 各 种 无 穷 大 过 程 ， 我 们 这 部 书 中 的 很 多 公式 取 自 这 些 无 
穷 大 过 程 . 另 一 个 附录 则 是 在 数学 史上 起 到 重要 作用 的 人 物 的 小 
传 . 太 学 本 科 水 平 . 

Emst Sondheimer and Alan Rogerson, Numbers and Infinity : A Historical 
Account. of Mathematical Concepts, Cambridge University Press, Cam- 
bridge. England, 1981. 这 部 大 学 水 平 普及 读物 的 书 名 表明 了 它 的 


— 346 一 


[2621 


33, 


34. 


35. 


36. 


这 是 一 本 从 历史 角度 讲述 数 .集合 .无 穷 大 及 相关 问 


全 部 内 容 
题 的 书 . 
D.J.Strik. A Source Book in Mathematics, 1200 — 1800, Harvard Uni- 
versity Press, Cambridge, MA, 1969. 这 部 床 始 资料 文集 介绍 了 很 多 
数学 学 科 黄 基 人 的 厚 始 著作 ， 

David Wells. The Penguin Dictionary of Curious and Interesting Numbers, 
Penguin Books, Harmondsworth, England, 1986. 浏览 这 部 普及 性 读 
物 足 一 种 很 有 趣 的 事 , 因为 它 包括 数 百 全 数学 事实 . 猜想 和 珍品 ， 
其 编排 是 按照 涉及 到 的 数 的 大 小 进行 的 . 

Ouo Toeplitz, The Calculus: A Genetic Approach, The University of 
Chicago Press, Chicago, 1963. 这 本 小 书 是 从 历史 角度 和 写成 的 微 积 
分 教程 . 其 第 一 章 题目 是 “无 穷 大 过 程 的 特性 ， 读 起 来 尤其 发 人 
RE. 

Leo Zippin, Uses of infinity, The Mathematical Association of America, 
Washington, D.C., 1962. 讨论 了 数 和 无 穷 大 ,大 学 水 平 . 


第 二 篇 


1. 


The Thirteen Books of Euclid? ѕ Elements ( —3£25&) , translated from the 
text of Heiberg with intrmduction and commentary by Sir Thomas Heath, 
Dover Publications, New York, 1956. 对 希腊 几何 学 进行 了 经 典 性 . 权 
BERGE. 据 认 为 , 这 套 《 几 何 原本 》 是 仅 次 于 《圣经 》 的 第 二 个 被 
最 广泛 翻译 的 著作 


. Lewis Carroll( Charles L. Dodgson}, Euclid and his Modern Rivals, Dover 


Publications, New York, 1973 {最 早出 版 于 1879 fF). 这 部 以 剧本 形 
式 写 成 的 著作 以 几 默 的 方式 讲述 了 非 欧 几何 学 在 19 世纪 引 起 的 
争论 . 该 书 封底 在 描述 这 本 书 时 间 道 , "除了 刘易斯 卡 罗 尔 之 外 谁 
还 能 写成 这 种 奇特 的 书 ?" 竺 案 恺 人 是 ;* 谁 也 不 能 .” 


. Theodore Andrea Cook, The Curves of Life, Dover Publications, New 


York, 1979 (最 早 发 表 于 1914 年 ) , 详细 讲述 了 艺术 中 和 自然 界 中 的 
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对 数 螺 线 . 本 有数 百 幅 上 照片 和 插图 . 


4. H. S. M. Coxeter, Introduction to Geometry ，John Wiley, New York, 


1969. 大 学 水 平 的 几何 党 论文 ,从 变换 和 对 称 群 的 角度 写成 . 

. Howard Eves, A Suruey of Geometry, Allyn and Bacon, Boston, 1972. 一 
部 大 学 水 平 的 教材 ,深入 讨论 了 欧 几 里 得 几何 学 、 非 欧 几 里 得 几何 
学 以 及 射影 几何 学 和 变换 等 等 问题 


6. Matila Ghyka, The Geometry of Art and Life, Dover Publications, New 


York, 1977. 讨论 了 各 种 基本 的 几何 学 问题 以 及 它们 对 美术 作品 
的 影响 . 这 些 几 何 学 问题 包括 空间 和 时 间 的 比例 、 黄金 分 割 以 及 
平面 各 空间 的 规则 划分 . 正文 附 有 很多 照片 和 插图 . 


7. Patrick Highes and George Brecht, Vicious Circles and Infinity — А 


Panoply of Paradoxes, Doubleday, New York, 1975 RR BF 1939 
F). 收集 了 一 些 有 趣 的 悖 论 , 有 些 与 无 穿 大 有 关 , 但 都 没有 进行 
ELA THE. 


8. David Hilbert and 5. Cohn – Vossen, Geometry and ће Imagination , 


translated from the German by Р. Nemenyi, Chelsea Publishing Company , 
New York, 1952( RE A CF 1932 年 ). 一 部 几何 学 基础 读本 (然而 
远 非 简易 ), 深入 讨 论 了 平面 和 空间 的 棋盘 花纹 灸 能 问题 、 射影 几 
何 学 . 非 欧 几 何 学 .拓扑 学 ,等 等 ， 

. H. E. Huntley, The Divine Proportion: À Study in Mathematical Beauty ， 
Dover Publications, New York, 1970. 探讨 了 各 种 数学 问题 (黄金 分 
BI UERR, 帕斯卡 三 角形 和 斐 波 纳 契 数 列 ) 及 其 美学 意义 . 有 
很 多 插图 . 

. Konrad Кпорр, Elements of the Theory of Functions, translated from the 
German by Frederick. Bagemihl, Dover Publications, New York, 1952. 
数学 的 经 典 之 作 , 讨论 了 复数 . ЙО ЛР. 第 3 
章 讨论 了 立体 投影 问题 ， 

. Benoit В. Mandeibrot, The Fractal Geometry of Nature, W. Н. Freeman, 
San Francisco, 1982. —#EB ВЭ 38023 {分 数 维 ) 
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263] 


几何 学 的 论文 ,重点 研究 了 一 些 所 谓 的 "病态 曲线 ”. 

12. Albert E. Meder, Topirs from fnwersive Geometry, Houghton Mifflin, 
Boston, 1967. 使 用 初等 解析 几何 讨论 了 圆 的 反 演 问题 ， 大 学 人 门 
KEF. 

13. Bruno Munari, Discovery of the Circle, George Wittenbom, New York, 
1970. 确实 是 一 本 美术 著作 ， 用 数 百 幅 插图 和 照片 说 明了 美术 和 
几何 学 中 以 各 种 方式 存在 的 圆 . 还 有 一 本 姊妹 书 一 一 《正方 形 的 
AG). 

14. Phares G. O' Daffer and Stanley R. Clemens, Geometry: Ап Investigative 
Approach , Addison — Wesley, Menlo Park, California, 1977. 一 部 基础 
性 教材 ， 有 很 多 关于 平面 与 空间 棋盘 花纹 和 镶嵌、 变换 和 对 称 等 问题 
的 材料 . 

15. Dan Pedoe, Geometry and the Liberal Arts, St. Martin’ s Press, New 
York, 1976. 讨论 了 几何 学 中 各 种 问题 对 视觉 艺术 的 影响 , 例如 黄 
金 分 割 ,透视 和 比例 等 问题 . 

16. бапһ E. Runion, The Golden Section and Related Curiosa, Scott , 
Foresman and Company, Glenview, Illinois, 1972. 从 数学 角度 讨论 了 
黄金 分 割 .对 数 螺 线 和 斐 波 纳 契 数列 等 问题 . 高 中 到 大 沧 水 平 ， 

17. Robert С. Yates, Curves and Their Properties „ The National Council of 
Teachers of Mathematics, Reston, Virginia, 1952. 一 部 关于 普通 曲线 
和 不 郑 么 普通 的 曲线 的 百科 全 书 ， 附 有 这 些 曲 线 的 图 形 和 特性 . 
曲线 中 有 很 多 与 无 穷 大 有 关 ，. 


第 三 篇 
1. F.H. Bool, J.R. Kist, J. L. Locher, and F. Wierda, M. C. Escher: 
His Life and Complete Graphie Work, Marry N. Abrams, New York, 
1981. 一 部 关于 埃 会 尔 生 平和 作品 的 内容 广泛 的 传记 , 包括 了 他 
关于 棋盘 花纹 馈 谋 著作 的 全 部 内 容 ， 还 有 对 埃 舍 尔 所 有 廉 作 的 精 
美 复制 品 . 
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. F.J.Budden, The Fascination of Groups, Cambridge University Press, 
London, 1972. 尽管 严格 地 讲 这 是 一 本 数学 专著 , 但 是 因 其 主题 与 
第 三 篇 相关 ,所 以 我 们 把 该 书 放 在 这 里 . 这 是 一 本 关于 代数 群 , 它 
们 的 性 质 及 其 在 分 析 几 何 图 案 对 称 性 中 所 起 作用 的 基础 读物 ， 但 
是 内 容 很 详尽 , 数 百 个 实例 和 练习 指示 了 群 的 各 个 方面 . 

. Edwards В. Edwards, Pattern and Design with. Dynamic Symmetry , Dover 
Publications, New York, 1967 (最 早 发 表 于 1932 5E) . 这 部 小 书包 括 
很 多 个 以 对 数 螺 线 为 基础 的 图 案 ， 而 且 讨 论 了 动态 对 称 及 其 在 艺术 
中 的 应 用 . 

~ Bruno Emst, The Magic Mirror of M. C. Escher, Random House, New 
York, 1976. 本 书 作者 是 埃 舍 尔 的 一 个 密友 . 作为 一 个 数学 家 , 他 
从 数学 方面 对 埃 舍 尔 的 作品 进行 了 极 好 的 介绍 . 

. M.C. Escher: Art апа Science (proceedings of the Intemational Congress 
on M. C. Escher, Rome, Italy, March 26 - 28, 1985), edited by H.S. 
M.Coxeter, M.Emmer, R.Penrose, and M.L.Teuber, North — Holland, 
Amsterdam, 1987 (Ж 2 版 ) . 这 部 专著 讨论 了 埃 舍 尔 艺术 作品 的 所 
有 方面 ， 重 点 讨论 了 作品 隐 含 的 数学 原理 . GLA ЖЕЕГИНЕ Ж 
在 埃 舍 尔 之 后 的 一 些 发 展 ， 还 有 由 计算 机 根据 他 的 艺术 生成 的 图 
JÉ. 本 书 插图 精美 ,包括 一 些 彩色 整 版 插图 . PIER IRI RE 
必 读 之 书 . 


. E. H. Gombrich, The Sense of Order: A Study in the Psychology of 


the Decorative Arts, Comell University Press, Ithaca, Mew York. 
1979. ik SEE fESCER L 883635 ZR B8 UTER, dica ЫШ 
AHE. 

. Branko Crienhaum and G, C. Shepard, Tilings and Patterns, W. H. 
Freeman, New York, 1986. X THE B ЕСИНЕ ЖИНИМ ICE. 还 有 
—ÉÉEXT dEISLE)EERUSUIESCHERCR IL RUNG ЫНДЕ; 


‚ Owen Jones, The Grammar of Ornament , Dover Publications. New York, 


1987 (最 时 出 版 于 1856 E). 实际 上 是 一 本 装饰 图 集 . 这 部 经 典 著 
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作 包 括 100 幅 整 版 插图 ， 给 出 了 从 十 埃及 到 巴 罗 克 时 代 的 几 自 幅 
装饰 图 案 . 


. J. L. Locher, The World of M. C. Escher. Harry N. Abrams, New 


York. 1971. EJA T Hk ВОКЕИ {Ев 【有 一 些 是 彩色 
的 ) ,还 有 几 籍 关于 他 作品 的 文章 {包括 他 自己 的 文章 "走向 无 
ЭРК”). 


. Caroline H. MacCillavrv, Fantasy & Symmetry: The Periodic Drawings 


of M. C. Escher, Нату N. Abrams, New York, 1976. J PIN TF nu B 
图 形 游 览 , 根 据 这 些 作 品 的 对 称 元 素 进 行 编 排 和 分 析 . 


. Marjorie Hope Nicolson, Mountain Gloom апо Mountain Glory: The De- 


пеіортет. of the Aesthetics of the Infinite. W. W. Norton, New York, 
1959. 讨论 了 17 世纪 在 物理 学 种 天 文学 中 的 伟大 发 现 如 何 改变 了 
人 类 对 自然 界 、 空 间 和 时 间 的 认识 . 包括 很 多 关于 无 穷 大 的 诗歌 
和 文学 评论 . 


‚ Roben Sietsema, Designs of the Ancient World. Hart Publishing Company, 


New York, 1978. 搜集 了 来 自 各 种 古代 文明 的 图 形 花样 和 国 案 . 


. Peter S. Stevens, Handbook of Regular Pattern: Ап Introduction. to 


Symmetry іп Two Dimensions , The MIT Press, Cambridge. Massachusetts, 
1981. 关于 规则 图 案 的 百科 全 书 . 附 有 丰富 的 插图 , ЖЕТЕ EE iL 
对 称 群 进行 了 分 类 . 


. Hermann. Weyl, Symmetry, Princeton University Press, Princeton, New 


Jersey. 1952. 关于 对 称 的 数学 和 美学 特征 的 经 典 论文 ,对 对 称 群 进 
行 了 半 专 业 性 讨论 . 附 育 手 富 的 插图 . 


第 四 篇 
l. 


Emile Borel, Space & Time, Dover Publications, New York, 1960. Ж 
管 有 些 过 时 ,但 却 以 通俗 语言 说 明了 空间 .时 间 和 广义 与 狭义 相对 
i£. 尤其 有 趣 的 是 讨论 了 数学 空间 和 物理 空间 之 问 的 关系 . 


2. Paul Davies, The Edge of Infinity, Simon and Schuster, New York, 
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1981， 通 俗 地 说 明了 宇宙 学 的 近期 发 展 一 涉及 到 黑洞 、 奇 点 和 


大 爆炸 理论 . 

. Sir Arthur Eddington, The Expanding Universe , The University of Michi- 
gan Press, Апп Arbor, Michigan, 1958 (最 早 发 表 于 1932 4E). 这 部 
小 书 由 20 £g 8 39] ЛАК Se CS I, 它 以 半 专 业 性 语言 
讲述 了 星系 的 退行 . 当然 , 讨论 的 很 多 内 容 已 过 时 很 长 时 间 , 但 是 
仍然 为 沪 者 提供 了 吸引 人 的 阅读 材料 . 


4. Timothy Ferris, To the Red Limit: The Search for the Edge of the Uni- 


verse, Bantam Books, New York, 1979. 关于 黑洞 、 类 星体 和 有 陪 胀 字 
宙 的 普及 读物 ,对 这 些 发 更 背后 的 科学 家 进行 了 有 趣 的 描述 . 

‚ Timothy Ferris, Galaxies, Sierra Club, New York, 1982. 关于 宇宙 的 
有 趣 影 集 , 重 点 研究 了 星系 和 星系 团 . 


6. Alexander Коуге, From the Closed World to the Infinite Universe, Johns 


Hopkins University Press, Baltimore, 1974. 从 历史 角度 讨论 了 哥 白 尼 
之 后 无 穷 宇宙 概念 的 出 现 . 


7. Philip Morrison, Phylis Morrison and the Office of Charles and Ray 


Eames, Powers of Ten, Scientific American Library, San Francisco, 
1982， 队 照片 方式 带 读者 周游 了 宇宙 ， 根 据 宇 宙 物 体 的 大 小 安排 
内 容 顺 序 ,从 亚 诛 子 核 粒 子 到 整个 宇宙 , 


8. Milton К. Munitz, Theories of the Universe from Babylonian Myth to 


Modern. Science , The Free Press, Glencoe, Minois, 1957. 关于 从 古代 
到 现代 的 字 宙 结构 的 著作 选集 . 

‚ Dorothea Waley Singer, Giordano Bruno: His Life and Thought , with an 
annotated translation of his work, “On the Infinite Universe and Worlds , " 
Henry Schuman, New York, 1950. 关于 那个 因 和 相信 宇宙 无 穷 大 而 献 
出 自己 生命 的 伟人 的 传记 ， 

. Steven Weinberg, The First Three Minutes: A Modern View of the Origin of 
the Universe , Basie Books, New York, 1976. 讲述 大 爆炸 之 后 随即 出 
现 事 件 的 通俗 读物 ， 具 有 很 高 的 可 读 性 . 以 生动 的 语言 描述 了 对 
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作为 大 爆炸 残余 的 三 度 微 波 辐射 的 发 现 过 程 . 

11. Louise B. Young, The Mystery of Matter, Oxford University Press, New 
York, 1965. 一 本 关于 物质 结构 、 原 子 理论 和 物质 是 不 是 无 限 可 分 
割 等 问题 的 专著 
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Abel. Niels Henrik ( 1802 — 1829) quoted 
ШИН, оК —29.33 
亚伯拉罕 16 
Absolutely convergem series 
ЮЖ 37 
Abstract group 


Abraham 


ате 


ИЗАР 251 

Adans, John Couch (1819— 1892) ЧЁ 
UÓWpo 21087 

Adenauer. Konrad (1876 — 1967), quoted 
BJ AF98 dist — 233 

Al Khowarizi {Өй century А. D.) 3E 
ЗУ ЕЖ 45n 

Aleph(power) ВТ СА) 60.63- 
66 

Algebra 代数 3 


Fundamental Theorem. of 代数 基本 
ЖАҢ 124 
Algebraic number (s) 代数 数 — pin. 


52-53 


QD 指 210 页 脚注 .下 同 . 一 一 详 者 注 
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Algorithm 算法 45n 

AMmagest (Ptolemy) £ GIGS GERE) 
189,194 

Alpha Centauri (star) ФА ШИ а т 
208 

Amon-Ra 术 了 i 神 185 

Analysis ЁТ 13.35.39 


Anaxagoras (са. 500 — 428 B. C.) . quoted 
阿 那 克 萨 龙 拉 ,语录 2 
Anaximander (ca. 610— 546 B, C.) [ 
MERRE 186 
Andromeda, Great Nebula in (M31) 地 
XERE 212-214. 216, 21% 
255-256 
i28- 130 


Antinomies ФЕЇ 
Antipodes ”对 由 点 
Apy EME 35n 

Apianus, Petrus (1495— 1552) [ај pst 
斯 191 

Apollo ”阿波 罗 8,230 

Archimedes of Syracuse (са. 287— 212 
B.C.) 阿 基 米 德 


„к -一 一 一 一 


method of approximating x Jur r 
{ЙД 4-5. 11 
method of exhaustion SFE 11 
The Sand - Reckoner 4 SGTH) 16 
uses the reflecting propery of the 
parabela H45 R JZ GF FF PE pJ y 
H 71-72 
Aristarchus of Samaslca. 320- 250 B.C.) 
ВЫГАНЕ з. 187, 188 


Aristotle (384 - 322 В.С.) EHLE 
8,54- 55,186, 188,200 
quoted WHAO — 55, 224 
ArWneüc ЖЖ 
Fundamental Theorem of ”算术 基本 年 
Bi 21, 235 


rulesof 算术 规则 36-37. 40, 57 
of transfinite cardinals 。” 超 腿 基数 的 算 
Ж ва 
Arithmetic progression ЖЖ, 30- 
31 


Asankhyeya (largest — named number). — fib 
教 的 最 大 数 16 

Associative rule ”结合 36. 250, 251 

Asteroids “小 行星 205, 208 

Asymptotes SEE 72-73 

Atomis) IT: — 0011,43, 225 

Axiom(s) ЖЕШ 40, 56n, 121 
ofchoice ”选择 公理 — 257 258. 259 
ef ellipic geometry 椭圆 几何 公理 

130 

of Euclidean geometry KASLEA JL tu] 

ZUM 118-121, 125—126, 128- 


129, 257 
fih ШУЙ W Parallel Postulate 
frst 第 一 公理 ”129 


second PZA 125- 126,128- 
129 
ofset theory ЕСИ 256- 259 
Axis 轴 
of a parabola 抛物线 的 轴 71 
ofsymmeuy 对称 轴 153 
B 


Bach . Johann Sebastian (1685- 1750) 
Ed 176- 177,181 

Barnes, Bishop, quoted EBH. imo 
212 

Baroque period EPIRA 181-182 

Bart, Heinrich (1821 - 1865) quoted Е 
Tr. 语录 138 

Beattie, James (1735 – 1803) ,quoted Й 
#. ая 203 


Becquerel, Henri (1852 - 1908) П яй 
A 225 

Berkeley, George (1685 – 1753) ”贝克 莱 
13 

Bemoulli family {Н Mn 

Bernoulh . Jacques ( 1654 — 0205) ЖЕ 
ÁP 3m. 75 – 77. 124 


quoted 语录 25 

Bernoulli, Nicolaus (1623-1708) Му 
劳 斯 ， 们 努 利 34n 

Bessel. Friedrich Wilhelm (1784 — 1846) 
ИҢ 207-208, 216 
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Big Hang ”大 爆炸 204,221 - 223 

Bill. Max (b. F908) FEŻR 139-141 

Black body HE 2221 

Blake, William (1757 — 1827), Auguries 
of Innocence fp Xx, CREARI 
(Po 85.137 

Bohr. Niels (1885-1962) ЖЖ: 
madel of the atom. — XÉ?R EF 8 BJ 

186 

quoted iR 259 

Bolyai, Janos ( 1802 - 1860) Бар 

125,130, 258 

Bolzano, Bemard (1781 - 1848) WR 
Жи 57 

Brahamagrysta (7th century А. D.) X 
FERES 4m 

Brahe. Tycho (1546 - 1601) 第 谷 
199n 200 – 201 

Brewster. Sir David (1781 – 1868) Ят 
BW si 

Brouneker, William (1620 — 1684) db 
ЮЖ 52 

Browning, Robert (1812 — 1889) , By the 
Fireside РЯ, (EIH) 136 

Brunelleschi, Filippo (1377 – 1446) 
HEARR — 108 

Brune, Giordano (1543 - 1600), f &iti 
vii, 196 - 198, 200, 201. 214, 
229,233 
quoted iR — 190.196 - 198 

Huber, Martin (1878 — 1965) , quoted ff 
frio 136 
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Burrit. Elijah H. (1794 – 1838} quoted 
HEH. IRR 209 

Вутоп, George Noel Gordon, Lord (1788 
= 1824), Childe Harold's Pilgrimage 
ИҢЕ. G2 МЕЙН) 227 


c 


C (power) СОВ) 60, 62-63, 65- 
66.257 
Calculus, differential and integral ” 微 积 分 
3,12- 13,85, 100, 1310, 224 
Cantor. Georg (1845- 1918} MEHER 39, 
40, 48, 53, 54-66, 76, 226, 233, 
253—257 
conjectures Ihe Conanium Hypothesis 
ERBU 65-66,257- 258 
crestes a hierarchy of infinities Е 
SABE 63-06 
defines an infinite set EREHE 
58 
“diagonal” argument 
61-62 
dispells the distinction between potential 
and actual infinity WAALER 
AB093539] 54-55 
early life 是 期 生活 54 
introduces the set of all sets S| 人 所 
有 集合 的 集合 255 
later Ше ”晚期 生活 56,64- 65 
quoted HPR x.54.56,59 
shows that a plane has as many 


表明 平面 上 的 点 


“ЖИВ” ЁЛЕ 


points as a line 


N > F т^ 


和 拭 线 上 的 … 样 多 69n 
shows that ihe rational numbers are 
denumerable АПФ АТЕШ) 
58-60 
shows that. he real. numbers аге non — 
denumerabte dé IIH AC HB Н fup 
Tuan 60-62 
shows that a set vannot be matched 1:1 
表明 一 个 集合 
不 能 站 它 的 医 集 一 一 对 调 妈 - 
64. 253 – 254 


with its power set 


uses 1 : 1 correspondence to compare 


seis 用 一 一 对 应 比较 数 集合 的 


大 小 56-62 
Cardinality ”基数 性 ”253 — 254,255 
Cardinal numbers 基数 60n, 255 


finite AREH ба 


transfintte 超 限 基数 64 – 65, 
66n,257 
Cardioid CH — 91 


Carlyle, 'Гһотав (1795 1881), quoted 
卡莱尔 ,语录 232 

Cartography WEIZ 95, 100n, 101 

Cauchy, Augustine Louis ( 1789 — 1857) 
By 38 

Cavalieri, | Bonaventura. (1598 — 1647) 
БАЕ i:2 

Cavendish, Henry (1731-1810) FE% 
ЖР 202n 

Cepheid variables 
216 

Chadwick, Sir James (1894 – 1974) ж 


造 父 变星 — 214- 


ies BEI 225 

Chess [AERA 29-30 

Chichester, Sir Francis (1902 - 1972), 
quoted АГЕР, ЯЕ 137 

"Choice set”“ 选 择 集 ” 257 

Christianity ”基督教 180 

Church(es) СЫ 180—181 

Churchill, Sir Winston Spencer (1874 — 
1965). quoted PB C R, 语录 72 

Circlets) — [Bil 
center of Be 130- 131,244 

HAR 38-39 

finite yet unbounded ”有 限 而 无 界 
68,126 

geat KE] 98, 128 - 130 

mage under inversion, 反 演 于 的 
fR, ML Cirele(s), transformed under 


inversion 


of convergence 


of invemion ДН — 88 — 94, 241 
— 245 

amd Klein's model 
型 126-127 

of latitude ("parallels") — £&FEBH("3E. 
FFER”) | 95—96,99- 101, i29n 

of longitude (meridians), orthogonal 
经 度 圈 (子午 线 ) 96, 98—101, 
128 - 129, 正 交 ,248 

and Poinearé's model 
模型 ”127 

ratio of cireumference to diameter (zx) 
RAGAZZE 4 

special case of a logarithmic spiral 


I] 5 wa Яра 


5 HE 
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APSOREICUTRPE 75 

ft A37; 53 

and the stereographie projection. — P] 7 
REFERE 244 248 

symbol of periodicity and perpetual 

周期 性 与 永恒 运动 的 符 


squaring of 


motion 
E 68 
transformed under inversion 
的 变换 90- 94,241 ~ 245 
uni Т — 38.69.88 — 90.96 
Circular inversion НБ Mire 


гагар 


version in а circle 

Closure ЖМ 250 

Cocteau. Jean ( 1889- [963 1、 quoted 
科 克 托 ,语录 224 

Cohen, Paul (b. 1934} 
257.258 

Common ratio (of a geometric progression ) 


ELA —255n. 


(ЛИР SEE 29, 32. 237- 
238 

"Common sense" “常识 ” уй, 64, 
126 

Commutative mle А 36,250 

Complex mmbers ”复数 38, 53, 124 

Composite numbers t 21,28,63 

Compound interest, and е ЖЖ, 5e 
52 

Conditionally convergent series 荣 件 收 
ЖЕҢ 37 

Conformal (map) PRA (上 映射) 97- 


98,247 – 248 
Conic sections AHEM — 69 — 71,91 
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"Constant" fealure. of a calculator 计数 


器 的 “不 变 " 特 性 29n 


连续 性 72.76,87,224 
连续 统 —47,60,62—63 
БЕШМ 


Continuity 

Continuum 

Continuum 
66,257 — 258 

Convergence ИЖ 17—20, 25 - 26, 
28, 32-33, 34-39, 237—238; £ 
H5 ^— Absolutely 
Conditionally convergent series 
circleof ЕЈ 38—39 
of geometrie seres ЛЕР НИГЕ 

17- 18,32,47n,237 - 238 
无 限 序列 的 收 


Hypothesis 


convergent series: 


of infimte sequences 
X 18-20 
of infinite senes ЈС НИ 
17— 18, 25 — 26, 28, 32— 33,34- 39 
of partial sums УВС 25 
rate of ШИЙ ЫН 36 
Coordinates ER 
polar WER 73 
rectangular ”直角 坐标 69,73 
Copernicus, Nicolaus (1473 — 1543) — Hf 
ÉUÉ 133- 134,192- 195, 197,229 


Cosmelogical — Principle SF di =F: Dri HR 
218- 219 
Cosmological term ЭЛЙ 220-221 


Counting numbers Я, T Natural 
numbers 

Courant, Richard (1888 - 1972). quoted 
ПЕВА , 话 录 37 

Cousins. Norman, quoted EB HA, iB 


ж x 
Cowper. William 61731 — 1800), quoted 
d.k 199 


Coxeter. H.S M. ж НТ 172 - 
174 
Cronkite, Walter. quoted TEL, 


Шок 230 
Cross - rio — MEE 127 
Crystalline spheres. KER, BL Shells 
fhüáh 104 
Cube — VE 104- 105,248 — 249 
曲线 ”的 -82 
连续 曲线 72,80,86 
不 连续 曲线 72,87 
xt f RR FE 


Crystals 


Curves) 
continuous 
discontinueus 
dual interpretation of 

П 
pathological ЖБЕК 76-8, 
85-87 

preserve angle of intersection. {ЕШ 


97 ~ 98,247 — 248 


space — filling 充满 空间 的 曲线 
77. 82n 

transformed under inversion EET 
的 变换 90-94 


Cygni 61 (tar) fills PE GIRO 208, 
216 


D 


D'Alembert. Jean Le Rond {1717 ~ 
1783) quoted ABMA, 语录 17 

Dalem. Jom (1766-1844) ЛИ 
225 


Dante Alighieri (1265 — 1321}, Paradiso 
但 丁 ,t 天 堂 篇 》 149 
Dantzig, Tobias (1884 — 1956), — quoted 
FRSRYEQHEGR 3,44 
Davis.Peter.quoted ” 戴 维 斯 ,语录 233 
Decimals ”小数 
and Cantor's diagonal argument 小 
ЗОЧНОО НЕЯ 61-62 
non — terminating, non — repeating Æ 
ЖАЧА 47 
repeating ”循环 小 数 ” 32,47 
terminating "IRE 47 
Dedekind. Richard {1831 - 1916) S (E 


Ф 4 
Democritus (са. 470- 380 B.C.) 0918 
克利 特 188,206.225 


Density (of the ralional numbers) (fi HE 
КАУ НЕ 42,47,58- 60.86- 87 

可 数 集 . 见 Setfs) 

Desargues, Gérard (ca. 1593- 1662) 
笛 沙 格 12 


Denumerable sets 


Theorem HiME 112-115 
Descartes. René (1596 - 1650) — f&-E jl 
69 
Peterminism ”决定 论 2590 


Diagonal argument “对 朋 线 排列 6l- 


62 
Digges, "Themas (1546 — 1595) ЖШ И 
195 - 196 


quoted 语录 193 
Dimensionality HEFY — 63n 
Direetrix ЖЕЕ 71 
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Distance PD 127 — 128, 156n 
Divergenee 发表 26,33 
of hanmonic senes ІНД fir A dt 


26- 28.238 - 230 
of power series ERRAI 38 


“Divide and average" method. “BERTHE 
49 
Divisim 除法 ,从 测 
endiess ЖЇН УН vii, 43, 224, 
225 
by zew EKR 7 


Dodecahedron I i pk 104 — 105, 
240 
Doppler, Christian (1803 - 1853). á £ 
& 216 
effec £H dn ur 
Duality РЕ 
in M.C. Escher's work Jes A 
品 中 的 对 个 168- 169 
AB m 


216—217 


principle of 112, 1H5 - 
117 
wave -patice з — 2505 
Dürer, Albrecht (1471-1528) Еф} 


tas 
E 


e (base of natural legarihms) el H$ 


对 数 的 底 ) 11, 14, 47, 54-53, 
237 
Eanh ”地 球 
as center of the universe ”作为 宇宙 
中 心 的 地 球 186- 189, 190 
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ЕИ L. 


en Mercalor's. map 
BJHBEK — 99— 10] 
as a model for non — Euclidean geometry 
ЕЛЧЕМУ ВЕ 127- 
130 
preservalion of — 地球 的 保护 230 
on the stereographic projection ERIR 
平面 投影 二 的 地 球 95-98 
Eclipses of the sun, total H 2 É 
of May 28, 585 B.C. Zù 585 
人 年 5 月 28 月 的 日 全 食 186 
of. May 29, 1919 1919 25: 5 H 29 
HRR 3 133, 218n 
Eddington, Sir Arthur Stanley (1882— 
1944) AE ГЕЛЕР: 2i8n 
quoted HPR 218.219 - 221,223, 
229 
Fgypian JEE 
HACK X RE 185 
埃及 数学 2.50 
Ein Sof (he infinite) GJR RU (Ein Sof) 
179 — 180 
Einstein, Albert (1879 — 1955) — 3E [4 
IH 
"difficulties. at infinity" “ERSE 
处 的 困难 ” 221 
and general theory of relativity 


ХАНС 


astronomy 


mathematics 


ШЕ 


132 - 133, 202, 218n, 


220 – 221 

model of the universe 83990 
220 - 221 

quoed ”请 录 — 182,222,230,231 


uses non ~ Euclidean (Rienuanrian] 

geonetry HE HIE ER CER 2) JL bó 
133, 220 

Elementary particles AHP vii. 
43, 225 

Elements Ahe Thirteen Books of Euclid s 
KOLI FO- GORAI бт, 117, 
118.120. 189, 203 

Fee — Hi — 69—71,91.201 

Fllipe geometry — SEIL faf 
-[32 

Empedocles (са, 490 – 430 В. С.) 48. 
BEW 187 

JEBI 930 

du 96- 97,128 

Eratosthenes {3rd century B. C.) edi 
"(а 188 

Escher, Maurite — Cornelis (1898 - 1972? 
MTS х, 93, 94, 98, 99, 107, 127. 
141 — 147, 160n, 164 — 178,233, 256 


126,129 


Epicyele(«) 


Качак т 


compared with J.S. Bach 与 巴赫 的 
比较 176 - 177 

distaste for the abstract KEHF 
168 

early work “里 斯 工作 164 

endless eycles Ж {ЙЫ — 166— 
168 

had no mathematical taining ARS 
尘 训 练 171 

limit prints RREK 145, 146, 


172 - 176 


mathematical concepts in his work. Ж 


LES 


ФРА TAR AELE — 66 
prints based on the Jogaritlhpie spiral 


甘于 对 数 螺 线 的 图 片 ”147, 174- 
"ns 
quoted iR — 164 - 178 


regular diviston. of ihe plane 平面 的 
规则 划分 144.168 — 172 
visit to Ihe Alhambra — Uj folu 25 *7 ñ: 
Jae 164-166 
works based on the Mübius stap $E F 
ALGO UP ER 141-44 
Eternity ЖЇН — 102, 204 205, 214, 
228 - 229 
Euclid (3rd century. B.C.) 
22. 117, 118, 1890, 203n, 257 
KLERA 118-121, 
125 — 126,128 ~ 129,256, 258 
《原本 》 57n, 117, 18n. 
120, 189, 203 
Parallel Postulate 
Parallel Postulate 


KJLI 


AX104IS 


elemenis 


平行 公设 W 


proof of infinitude of the primes X 
于 案 数 盛 限 多 个 的 证 明 22, 235 
- 236 
Euclidean geometry — DX JL, HE (8 JL pJ 
117, 118—134, 256, 257 
plane ЁЛ, P HÍSJLfS ER lilin 
Euler, Leonhard (1707 – 1783) У 
34 - 36,50, 52,53, 55n, 103, 123n 
discovers connection between the zeta 
function and the primes — A38 C eR 


数 与 素数 的 联系 35 
— 361 — 


disproves Fermat's conjecture 证明 
РІЛ АК ЗЕ 12% 
formula (e"- 120) 欧 拉 公式 (e™+ 


=0} 50,53 
formuia (V Ё FK 222 {ш 
I- k +É =2 103 - 105.248 
- 250 
Introductio in analysin — infinitorum 


万 六 小 分 析 引 论 》 35 
sums of infinite series Е СНІ 
34 - 35,52.241 
Euler's constant (y) Kfz 28 
Eves. Howard, quoted (HE ER, Eo 


їп 


Exhaustion, method of ”穷竭 法 12 
Existence theorem(s) 存在 定理 ”239 
Exponential боп ”指数 疯 数 ”72- 


74 
F 


Factorial, nim!) 阶乘 [5 

Fedorov, E. S. (1853 — 1919) 
X 160 

Fermat. Pierre de (1601 1665) BU, 
123n 

Fifih Postulate 


HEP 


BEAR., 见 Parallel 


Postulate 
Finite ЭШ 
geometric progressionis} 有限 几 何 级 
29-1 
groups {ЄЙ 250-251 


line segment (has as тапу points as an 
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infinite line) 线段 (与 无 限 直线 有 
同样 多 的 点 } 6 
pinis ARa 90,110 
sets HINE 56- 58,63 — 66,253, 
257 
sums, rewrangement of 
有 限 和 36 
Fixed stars ”恒星 
]95, 204, 206 
恒星 的 距离 


重新 排列 的 
184, 186, 191, 193, 


distance of 193 — 194. 
206 — 208 


lack of observable parallax Ж E nf 38 


EM 187-188, 193,200 
Focus (of a parabola) 【抛物线 的 } 焦 点 
71 


Fractal JJ — Bn 
Fractions ”分数 41— 43,46; 5 0, Rational 
numbers; Decimals 
continued JESHË 47,52,240 
poper 真 分 数 61 
Fränkel, Abraham А. (1891— 1965) 
JE XA: 256-257 
Fraunhofer. Joseph von (1787 ~ 1826) 
ABRE 210 
Friedmann, Alexander. (1888 – 1925) 
弗 里 德 曼 221 
Function(s) В 38 39,69,88 
of а complex variable SERY 38, 
124 
palhological 病态 函数 85—87 
Fundamenta! Theorem of Algebra {С 
基本 定理 124 


Fundamental Tbhoorem af Arithmetio ” 算 


ЖАЛАГАШ 21,235 
G 


Galaxies EE 214,216- 219,221 - 
222.226 
Galilei. Galilen (1564 — 1642) 
12, 57, 190 — 20), 206 
astronomical discovertes 
199 — 200 
and infinite sels 
57 
method of indivisibles 
12 
quoted IAR 179, 200,226 
iral 0 200 
Cale, Johann Gottfried. (1812 - 1910) 
AA  210n 


fof us 


天 文学 发 现 


伽利略 与 无 限 集 


Tu rii 


батта Су} fm J (y). ОШ Euers 
constant 

Gamow. George 【1904 – 1968). quoted 
伽 莫 夫 , 语 录 1 

Ganiner. Martin. quoted ”加 德 纳 ,语录 
21 

Gateway Arch (Si. Louis) — CAES 32 BE) 
WEERT 232-233 


Gauss. Carl Friedrich (1772 - 1855} 高 
Bi 23,55,122— 125, 131 - 132,133 
- 134,233. 258 
conjectures the distribution of prime 
素数 分 布 猜 臣 23 


rontribulions tó mathematies © and 


physics ”在 数学 和 物理 学 上 的 页 
献 124 
discovers поп — Euclidean. geometry 
发 现 非 欧 儿 人 向” 124 125 
PMES 122- 123 
proves the constructibility of the regular 
17-gon 证 明正 二 七 边 形 作 则 可 
能 性 ”123- 124 
quoted 语录 ix,55,131 
tests the nature of physical space — E 
验 物 理 空间 的 性 质 。 11-~ 132 
Generalized Continuum Hypothesis P% 
连续 统 假 设 66n 


early life 


Geodesic МНЯ: — 128n 
Geometric progression(s) 几何 级 数 
common ratio of 六 何 级 数 的 全 比 
29,32 
continuous ЖЕЛТ 72—73 
finite “ 春 限 几何 级 数 29-31 
infinite 无穷 几何 级 数 。 31- 32, 
34, 83,172 


in М.С. Escher's Smaller and Smaller 
埃 舍 尔 & 越 来 越 小 》 中 的 几何 级 数 
172 
Geometric series — JLfi]f& fr 17- 18, 
290-30. 32—33, M, 37-38, 47n. 
237 - 238 


Geometry ДЇ] 


elliptic Ж Л] — 126,129 — 132 
Euclidean — KKJL RE Лр — (17, 


113— 122,125 — 126. 130, 132, 256 
- 257 
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Ee: 


hyperbolic MAJUA 125-127, 
130 

теа structure of Jl fal 5 BJ 
120 — 121 

мог = Euclidean — JIERK JL 68,122, 
124 — 134.172, 220, 258 - 259 

pmjeetive {ШЕЛ 108-117, 
Us 


САВ. Мапа (1540-1603) 吉尔 们 
t? 

quoted Hi — [90,194 

者 尔 伯 特 的 宇宙 196 
滑动 反射 156, 


universe of 
Glide reflection(s) 


158,169 — 170 


Cod Mh. EE 6,8,164,179- 180, 
229 
(че, Kurt (1906-1978) — Ерік 


257 – 258,259n 
Goethe. Johann Wolfgang von (1749 — 
1832), quete ”歌德 ,语录 155 
Gogh, Vincent van (1853— 1890) FL. 
Р 2,137 
Финей 语录 үш 
Colden ratio Н 50 53, 239— 
241 
Golden rectangle — EXHI 51 
Gombrich, E.H., quoted iB ар, р 
录 159, 163n 


Googol (10) HÆR 16 


Googolplex (1022) у RJ wr Hy 
16 
Graphis) Bi. WL Curye(s) 
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Gravitation J| 132-133, 181, 
201.202 - 203. 220 — 221,223 
and general theory of relativity — 5] Jj 
uür SOME 132 133,220 
uniersal law of АЛЕТ 
[81.202 - 203,208n 
Great cirelets) AE] 
ЖИА 


and astronomy 


98, [28 — 130 

Greeks 

# Mt A HK X US 
185 — 189, 190, 201 

and vonie sections 
££ 69 

construction using straightedge апа 

КАИ: 45.123 

discovery of irrational numbers AIE 
数 的 发 现 45-46 

first to acknowledge infinity 最 先 让 
ШАШ 3 

and  geomeuy AMAA TDL. D 
Euclidean geometry 

and ihe golden ratio 
50 

high regard for fractions 
EH 41-42 

horror infinit ”害怕 无 穷 大 
182, 187.232 

lack of knowledge of algebra 缺少 代数 
知识 3 

method for approximating r 
近似 方法 4-5 

and regular polygons — RASA EE SUI 
TÉ 102,123 


АГАТА ЧИЙНЕ Ili 


compass 


希腊 人 与 黄金 比 


对 分 数 的 高 度 


3,163, 


Ж я 值 的 


and the regular solids А УП Ж 
iit 104 
setting standards of rigor in mathematics 
Ж ГРЕК y 3, 120- 
121 
Greenland FÉ — 101, 129n 
Gregory, James (1638 - 1675) 
MU 11,35,52 
CGroupís? P  158n,250- 253 
iet 251 
Пано (PRAE 250-251 
ERAF 25] 
subgroup FE 251 
symmetry (symmetry groups) — XE Ff CUI 
称 群 158- 162,168— 171,252 - 
253 
theory ТЕЗЕ 


Frid. 


abstract 


infinite 


158, 161, 259 
H 


Hadamard, Jacques (1865-1963) 
iki 23 

Half — life (of radioactive — substances) 
ОЖ F WN 31-32 

Halley, Edmond (1656 - 1742) Ln 
132, 210и 
quoted — iot 204 

Mandel. George Frederick (1685 - 1759) 
BEA 182 

Harmonie series ЮП 

with altemating signs. (E ff ДВЕ 
TED RISE YN 36-37 


овраге lo geometric: series 


与 几何 


级 数 的 比较 ”加 -3 
divergence of ”调和 级 数 的 发 散 26 
- 28,34,238- 239 
as a power seres fE 7 99908710] 
Bax 37-38 
relation to the musical scale — !j r7 Ti 
的 关系 ”26n 
special ease of ће zeta function. É pfi 
数 的 特例 35n 
terms removed from 20 
Hecker, Zvi AR 79 
Heisenberg, Wemer (1901 — 1976) — fij 
# 259 


27-28 


quoted i 225 
Heraclitus (ca. 540—475 В.С.) #7 
克利 竺 187 


Hermite, Charles (1822 – 19011 Ж? 
Ж: 53 

Herschel, Sir John Frederiek — William 
(1792 – 1871) 088 - Е-Е M 


KHER 206 

Herschel, Sir William (1738 — 1822) wi 
E- AKERE 205-206, 212. 
26% 

Hexagonís?, iessellation with. — H] 73H 
ЖОЙ ЕЕ 102- 103,105 – 107 

Hierarchy HA 
of finite sets. 有限 集 谱系 63-64 
of infinites ERRE — 55 — 56, 

63 - 66 
Hilbert, David (1862 - 1943 AE 


特  vii,64,65— 66,258 


— 365 — 


еште ЙИШ 77n 

poses the Continnum Hypothesis — Hi 
MESES ERIS 65 

quoied {бэй vii. 64 

the 23 problems of 二 全 二 个 问题 

65 – 66 

Id ЕРДЕ 
system of numeration EEFE 45n 

"RH 6 

Hipparchus (ca. 190- 120 B.C.) Etfi 
ЖЖ 95.188 

Hippasus (va. 470 B. С. } 
46 

Hobbes, Thomas (1588 — 1679}. quoted 
Obi Ec уш 

"Holes" in the number line Ж Fiy 
"di" — 43. 44, 47, 62n — 63n. 86 - 
87 

Honeycomb #5 [03 

Horizon 地平线 109 

Horror infiniti ZARIK 
181,182, 187. 232 

Hubble, Edwin Powell (1889 - 1953) 
ВФ) 212,214- 218,219,221 
constan PEASE 219, 221,222 
law SHE 217-219 
quoted 语录 183,219 

Huggins, Sir William (1824 — 1910) t 
WEE — 216-217 

Hugo, Victor Marie (1802 — 1885), Ies 
Misérables ТЖ, ЕАН) 224 

Humboldt, Baron Friedrich 


use of zero 


希 帕 萨 斯 


3,163, 


Heinrich 


Alexander von (1269-1859) ¿B iy 
2]14n 


Hyperbola Æ Ж 69—70, 72, 74, 
84,86.9i — 92, 248 

Hyperbolie geometry 
127.130 


Hyperbolic spiral 


НЛО 125- 


SUR 74 


Hyperboloid of revolution — fée n) xx [t 
面 84-85 
Hyper - space 超 空 间 ”63n 


i (the imaginary uni) ВЕ 815 38. 


49,53. 124. 251 


icosahedron 二 十 面体 104 — 105, 
249 
Ideal point ”理想 点 ”109n 


Identity elemen ”单位 元 250,25] 
Image poit $H — 89- 90,95... 96 
Imaginary numbers Mt — 47; & Ib г. 
Complex numbers 
zela function roots Е ARAR ”35n 
关联 语句 112 
Indeterminate forms ЖЕ К 8-9 


Incidence, statement of 


Indirect proof HEIER i2- i22, 
235,236 

Indivisibles. method of ”不 可 学 量 方 法 
12 

Infinite ”无穷大 


actual vs. potential FK ift Xo 
Эр 54-55 
атау ”无穷 阵 列 59 


continued fraclion AFEA S 
240 

geometrie progressions AA JL fep 2 
数  31-32,34,83,172 

gop ЫН 251 

hierarchy of sets 
63 - 64 

lattice ER 160 

paüemís) EAA 157—163 

products “无穷 乘积 10-11. 46, 
52,241 

progression. of dual solids 对 偶 立 体 
WERS 105 

moa EFIR 52,240- 241 

seqence, limit of “无 限 序列 的 极限 
18- 21.25 

series ARRS 11,17- 18,25- 
28, 29-30, 32—33, 34- 39, 46. 
47n,52,57,179, 237 – 239, 241 

sets ARRE 54-60,61-66, 
253 ,256 - 257 

sum, rearangement of 级 数 和 的 重 
新 排列 ”36-37 

the HK. BL Infinity 

]nfinitesimal (s) Fh — ix, 13, 181, 
224 
Infinitude ERE 

of the natural numbers 自然数 的 
АШ —ix,40- 41,54,233 

of ihe prime numbers 素数 的 无 限 
2| - 22,235 - 236 

of ihe rational numbers 有理数 的 无 


无 限 集 的 谱系 


B 22 

of the straight line 
68,125 – 126 

of the twin primes — 3E^E SE E HJJCIR 
23,28 


直线 的 无 限 


Infinity ERK 


"aesthetics. of the” 美学 的 无 穷 大 
204 - 205 

blue as its sensual symbol 
性 符号 的 蓝 色 138 

and the Copernican revolution “无穷大 
SA EJEX 133-134 

different views of ”无穷 大 的 不 同 观 

点 2 

"difficulties at” (Einstein) 2697406 
处 的 困难 ( 爱 固 斯坦) 220 221 

equated with God 与 神 等 网 2,6, 
8,179 

fear of (horror infiniti) 害怕 无 穷 大 
3,163,182, 187, 232 

general reference to ”基于 无穷 大 的 
一 般 性 介绍 vii - xüi.l.10.68, 
72, 75. 118, 134, 136— 138, 141, 
152 – 153,155, 164, 166,171 — 172, 
176. 194, 197 — 198, 201, 205,224, 
226, 227, 228 - 229, 232 — 234, 258 

and geographica] maps 无 次 类 与 地 
EI 96-101 

in Giordano Bruno's wrtings ”布鲁诺 
IFARTPRUJESEEK 197 - 198 

hierarchies of X23 XX 55- 
56,63 – 66 


作为 其 感 
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intesicafing grip of "ÉD uy АЈ 
ЛК 136- 138 


in илик art irs E Am X 
I61 - 162 
in he Kabbalah — FAL CK i f X; 


JIR 179-180 
aml lare numbers 333 K a 
I6 
无 穷 远 处 的 线 109, 

11Ї1һ‚115,117 
in М.С. Eseher^s work Ide AED 

Uf XX х, 166 178.233 
Möbius band as а symbol of Й A; 

HAP X EGGS — lal 
ЖЭК vi- 
vii, 3- 4, 17- 18, 36- 37. 57, 81. 
83-87 


plane at 


line (s) at 


paradoxes of 


XS; ES liin 
EHS 89 — 94,97, 

109 - JHI. 114 - 117,129 

iB X9 53 cC 


points) at 


potential vs. actual 
F 54-55 

regarded in a numerical sense. MFE 
X DER XE 54 

与 一 的 关系 6-8 

УЖЖ 6-7, 


relation to опе 

relation to zero 
55n, 89 

silence as a metaphor of 
ОЙУ 138 

symbol for АРК Вур 7-8, 
55 

Tower of Babel. an allegory of 巴 别 


ERRERA 


塔 ,无 穷 大 的 象征 ”136 
fy E) 9d 36 2; Ü< 


as а vision 
232 - 233 
Infinity (sculpture by José de Rivera) 
(ЗУКО - HbhreHE) xi 
Integer 00 1х, 8,41. 42, 55, 57, 
58.65n, 250 
Interest — 利 心 
compound ЖЯ) 29 
compounded | continuously 
52 
simple ЮЖ 3i 
ш ЕЕ 209 
Intuition (a poor guide when dealing with 
infinity) 直觉 【研究 无 穷 大 时 的 一 个 
拙劣 的 向导 i 56—57, 59, 63n, 
80 — 81; f$ li, “Common sense" 
Invariance 不 变性 90,98, 109, 155 –- 
156, 158 — 159, 176n 
Inverse (element in a group) i (BE 
лж) 250,251 
Inversion in a circle ЙА 88 - 
94, 06— 97. 111п, 129, 241 - 246, 
248 


circle of 


连续 复 利 


Interstellar dust 


ҺИ] — 38 — 89 

is conformal {angle — preserving) M 
ЖИЕНИ 247 - 248 

point at infinity — X9 vé b ir Hs gir 6 
89 - 94, 111n. 129 

relation 10 the stereographie projection 
与 球 极 平 向 投影 的 关系 096- 
97,245 – 246,248 


removes the distinction between straight 
lines. anl circles Ez gi qn tz 
Rum] 94.241 - 245 


symmetry of JIMA — 90.93, 
242 – 243 
Inversion in а sphere SRI Z 8 94 
bDrational numbers А 44—48, 
50— 53,55, 62n — 63n, бп, 86 — 87, 
236 - 237 
diseowery of ACP M 44 — 
46 
Kronecker s view of WE Ug SEIT JG 
RE 65n 
non — denumerable “不 可 数 62n 一 
In, 87 
rational approximations for 无 理 数 的 
站 理 过 近 —47- 48,55 
Islamic at — 入 斯 兰 艺术 161-163 


lsomet E 1569 
J 


Jaki, Stanley L. quoted H, jg 
189 
ER 179 – 180 


Judaism 

K 
Kabhalah 
Kaleidoscope 


Kandinsky. 
quoted 


КАЕ Е 179-180 
HER 151 193 

Wassily ( 1866 - 1944), 

ЮК ЛИЕ 138 

Kant, Immanuel (1724— [804) 康德 
214 


Kasner, Edward EH 16 

quoted IFE 50 

Kepler. Johannes (1571-1630) Ж 
Фр 12,104,193n, 194n,201 


and the five regular solids SAAIE 
多 面体 104,201 
laws of planetary motion. ”行星 运动 电 
# 201 
method of indivisibles ЛАГ ЛЕ 
2 
quoed WR 50,201 
Kirchoflf. Gustay Robert. (1824 — 1887) 
ЖОЕЛ 210n 
Klein, Felix (1849 — 1925) JERITE - 
WRA 126 
model УЖ [КЕД 126—127 


Koch, Helge von (1870-1924) 科 赫 
77 
curve TM r 2& 
Koyré, Alexander, quoted 
Ж. 194,197 
Kronecker, Leopold {1823- 1891) 克 
# 65 
quoted ИЖ 40,65п 


77-80 
БИРТЕ. 18 


L 


Lambert, Johann Heinrich (1728 - 1777) 
ЖН 50,237 
quoted ”语录 217 

Leibniz, Gottfried Wilhelm von (1646 - 
1716) Ж 
infinite series ”无穷 级 数 — 11,33 
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微 积分 的 


invention. of the calculus 
发 明 12-13,211n 


Leopardi. Giacomo (1798 — 1837), The 
finite RARE, CE F Ж) 
234 


Leverrier, Urbain Jean Joseph (1811 – 
1877) WÈ 2100 


Light 6  t54n, 205 

and ihe Doppler effect 6.5 38 fr 
ЖЫ 216-217 

and general relativity 577 X REGE 
i 132-133 

inverse square. ам 平方 反比 律 
208 

and the law of reflection — 光 的 反射 律 
149 


and Olbers’ paradox +E dll 
ФЕ 208-210 
and reflecting property of the parabola 
Ж 5598 19 ВБ ETE 71- 
72 
speed of J6 — 27n 
Ligh -year Ж 27 
Limit 极限 5,7,8-9,17- 20,25- 
27,32 — 33, 35 - 36, 72, 77, 78,83 - 
34,166,172 - 174 
and asymptotes ”极限 与 渐 近 线 72 
eas ”作为 极限 的 e 5] 
of indeterminate expressions JEE 
达 式 的 极限 8-9 
of infinite sequences ”无 限 序 列 的 极 
E 18-20; 参见 Convergence 
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of infinite series 无穷 级 数 的 极限 
17 - 18, 25-26, 32- 33, 35 – 36: 
ÆW Convergence 
of Koch curve ФНБ СИВЕ 78 
іп М.С. Escher's work КРЕ 
中 的 极限 166.172- 174 
of 1/х asx—O0 X4 х-+0 8 Ix 的 
极限 T 
of partial sums 部 分 和 的 极限 25- 
26 
of Peano curve 
77 
mas PARR” 5 
of the shaded square 在 影 线 正 方形 
的 极限 ”33- 84 
“Limit prints" (М.С. Escher) 
FORSR) (2-174 
Limits of Infinity ЇН (sculpture by John 
Safer) (КА ШУ (Ep 
雕刻 } x-xi 
Lindemann, Ferdinand (1852 – 1939) 
HER 53,237 
Line(s) ŻĘ, Hl Straight line(s) 
Liouville, Joseph XAR 52-53 
Lobachevsky, Nicolai Ivanoviteh (1793 – 


АЕА 


极限 图 


1856) ”办 已 急 夫 斯 基 — 125,130,131n. 
258 

Logarithm ХС 
connection to the harmonie seres — 5j 


调和 级 数 的 关系 ”28 
and distance in Klein's model 对 数 
与 克 葬 因 模 型 中 的 距离 。 127n 


natural hase of £e? [р ЫЙ Hi. 
5i 

of two — 2[H] XX 36.38 

- oH PES gl 

ЧӨЙ — sl. 


of e 
Logarithmi spiral 
74 - 77, 78,90 
im M.C, Escher 3 work 

(кре юн 


consistency 


Hg uibs 
147,174 - 176 
Logical Ei t By Eg 
122 
Longfelkw. Henry Wadsworth (1807 — 
I882). quoted. ВНР .语录 232 
Lamis. Elisha S. (1852 — 1940). quoted 
POR Wi 34 
THERE 98-100 
Lucretius (95 – 55 В.С.) учур 
219 – 220 
quoted ”语录 216 


Loxodrome 


M 


МІЗ {globular cluster in Hercules) M13 
{ 武 仙 座 球状 星团 ) 213 
Mahler, Gustav (1860- 1910) 马 勒 
Das Lied von der Erde 《最 后 的 音 
TP 138 
Symphony of the Thousand T A 2 n4 
Ш 182 
Maimonides, Moses { 1135— 1204 ), 
Thirteen. Principles of the Jewish Faith 
EREE KK АЕ e 
Wandelbrot. Benoit Б. EHF 80n 
Mapping(s) Wt, ЇЙ, Transformation(s) 


Maps WKP 95- 101,129 
Marcus Aurelius 1121— 180}, 
Hep ШДЕТ, К vii 


quoied 


Маже. Andrew (1621 — t678), The 
Definition of Lee — 53522.0360 
X» 118 


Mathematics ”数学 
and absolute truth. 数学 与 绝对 真理 
118,134,258— 259 

before 1he Greek era 
数学 2 

founded on Euclidean geometry Л, 
里 得 几何 基础 上 的 数学 132 

Greek FER 3,4,12,18,41- 
42,44 - 46,51,69, 102, 104, 109, 
117, 120- 121, 123. 132а, 161— 
163, 185, 189n 


Bi RE IUS 


logical structure of — Sra BE 382545 
120- 121 

pure vs. applied ”纯粹 数学 与 应 用 数 
学 I3in 

relative nature of ”数学 的 相对 性 
134, 258 - 259 

the role of infinity mm 数学 中 无 限 的 


作用 viii ~ ix,233 
standards of rigor 严格 性 标准 3, 
81,120 - 121 
Matrix (pl, matrices) ЖЕЕ 7 
Maxwell, James Clerk (1831 — 1879) А 
quoted ”者 克 斯 韦 ,语录 225 
Mercator, Gerhardus (1512 ~- 1594) 58 
FFE 99 


— 3714 一 


тар BEHER 99- 101, 129n 


Meridians FPT 96, 98-100. 
128 - 129 

Messier, Charles (1730—1817) Hg Mp 
213 

саши — 'ÉzdA 211-214 

Milky Way Wf 188, 200, 206 - 
207.212,214, 21б, 218 


Milton, John (1608 – 1674), quoted Ж 
AVE viu 

Miró, Joan(1893 - 1983) Ж 138 

Mim (2 — Wf 149-154, 158—159, 
252-253 

Möbius, August Ferdinand (1790 - 1868) 
ZES 139,141 


strip ЖИД 139- 144,148, 
166 
Mocenigo, Giovanni AJEA 198 
Models 模型 97 
in non — Canterian set theory ЕВН 
ЛОВЛЕ) 258 
in non - Euclidean. geometry ЗЕК), 


里 得 筷 何 模型 
132, 258 
of the univere CE 85 – 
187 ,191,220- 221 
Mohr, Jenka, quoted 
Моп HÆ 
230 ,233n 
Moorehead , Alan, — Ceooper/s Creek 
ЖЕЛАЕ EKAR) [37 
Moos ЖКА, А, Moslems 


126 - 127, 130- 


EUR E3t 218 
185, 186, 188, 199.229 , 
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More. Henry (1614 — 1687), quoted 
葛 尔 ,语录 204 
Morgenstern , Christian( 1871- 1914). Die 


zwei Parallelen ЗААВ, СРНА 
平行 线 》 134 

Modems ДЖ 2, 155, 161—163, 
164.168, 180, 190 

КЕШИР —233n 


WLES 


Mt. Everesi 

Mt. Katherina {Sinai peninsula) 
Ш (ЙЧ ЖЛЕ) 233 

Musical intervals 音程 260,41 — 42, 


176n, 201 
N 


Natural numbers 自然数 8, 21, 26, 
34 - 35, 40 - 41,54 — 60.63, 64n, 65, 
233 
infinitude of 自然 数 的 无 限 者 ix, 
40 — 41, 54,233 

1: 1 matching with aher seis. tj iE 
他 集合 一 一 对 应 。” 56-60.63 

reciprocals of (in the harmonic series) 
(调和 级 数 中 ) 自 然 数 的 倒数 ”256， 
34 – 35 


Navigation ДЕ 101 

Nebulae д 206, 212—214, 216, 
219 

Negaüve numbers 负数 8,4 

Neptume WEF 210,226n,227 

Newman, James, queted ФН, 185 
50 


Newton, Sir lsaac (1642 - 1727) t dii 


12—13, 181, 182, 201 - 203, 210, 

220 

belief in an infinite. homogeneous. and 
XY XH. 195) 
的 epp eas 202- 
203. 2[O0n, 220 


invention. ol the calculus 


ischiepic space 


НН) 
ЖИ 12-13. (181, 182, 203, 
210n 

laws of motion 牛顿 运动 定律 ”202 

Principia 3n, 182, 202 - 
203 

quoted Fat 201 

universal law of gravitation HASIA 

SEIE 181.202.2080, 220 — 221 

Newton ~ Raphson approximation | method 
4 Е ЛЛУ 49 

Nicolaus of Сизи (1401 – 1464) JE Eñ 


Апер 090-191 

Nicolson. Marjorie Hope ЛА 
205n 

Non 一 Cantorian set theory AE iG E G 
Ë 258 


3E EX JL fug 
68. [22,124 - 134 172,220, 258,259; 
f Ере geometry; Hyperbolie 


Non — Euclidean geometry 


geometry 

discovery оГ 非 欧 几何 的 发 现 124- 
= 125 

and general theory of relativity ЧЕ 
Jf i X BIS 133-134, 
259 


dE KK JL fof! 与 物 


amd physical space 


Ps] 131- 132 
Non - standard analysis ЈЕНЕ 
224n 
Number line Ж — 41,43,45,47,60, 
61. 63n 
Numbers $t, EB, eum 
algebraic ”代数 数 rn. 52 53 
cardinal ЖЖ 609. 64-66, 255, 
257 
complex МӨ 38,53 
composite {ТЖ 21,28,63 
even (A ”56- 58.63 


imaginary ”虚数 47 

integem Ө ix, 8,41,42,55,57, 
58.65n, 250 

无理 数 44—48,50—53, 
55, 62n ~ 63n, 65n, 86 — 87,236 — 
237 

large and small 


natura] (counting) 


urational 


X) 14-16 
FERE (SW K) 
8, 21, 26, 34 — 35, 40— 41,54 — 60. 
63, 64n, 65, 233 

negative Йй BA 

odd түй 57,63 

primes gË — 21 - 24,28. 35n, 40, 
37,58,63,235 - 236 

rational (fractions). — £i PB S (Ay Ж) 
41— 43,46 — 48,58 — 60,62n, 86 - 
87,250 

rea] 实数 38.47.60.61 - 63,65 

squares ”平方 数 34,57,58 


— 373 — 


Uanscendental ”超越 数 lin. 52- 
53 

Number teory BG — 21.40 
Numerical integration 。 数值 积分 1m 
Nunes. Dele (]502- 1578} % DJ HH 

98 

O 

Orclahedron:— Aff 104 – [05,249 


Olbers, Heinrich. (12788 - 1840) HR A 
4M; 208-210 
parada ВСНГ ЕЕ — 208 210 
(ne -- 
神 的 特性 8 
SIN 6 


divine atuibutes 
equated with God 
as generator of all. integers 
的 生成 元 8 
as the unit on the number line 作为 
数 轴 上 的 单位 8 
Опе – 40 ~ one corespondence 一 一 对 
应 56—59,61.64,88,253 - 254 
Oresme, Nicolae (1323? - 1382) 奥 备 
姆 26 
Ornamental ”装饰 


band ”装饰 带 158 - 160 
line — SEffi£E 1581 
plane ”装饰 平面 ”160- 163 


Dsiander，Andreas (1498 — 1552) MÆ 
ZR ”194n 


P 
HHR 
— 374 一 


Parabola 12.69 - 72,91 


AUi КАЕ 


infinity 


Paradox les] ol 
vil — xviii, 36 — 37,57 


Barber's Ж РЕ 255 

geometie ЛС 76. 81-82, 
83—87 

Olbers Ropi EE 208- 210 

of se thony 集合 论 司 论 255- 
256 


Zenu' s (he runner's paradox) „ИТ 
trie OEA tI 3-4,17- 
18,32 

Paralax {Ж 
208,216n 
Parallel ies 平行 线 

conditions. for parallelism 平行 的 条 
件 119-120. 122; 参见 Parallel 
Postulate 

amd Desargues's theorem 347528 
WHEE 3-114 

Die zwei Parallelen ( The Two Parallels, 
by Christian Morgenstern) 《两 条 平 
行 线 #, 莫 根 斯 特 恩 作 134 

do not exist on the sphere Ж ЕЛҮ 
在 平行 线 128 - 129 

in non - Euclidean geometry ДЕБ Л, 
何 中 的 平行 线 125-126, 128- 
130; Z& L Parallel Postulate 

meet at infimty ÆA yab A 
109 - 110, 120, 132 

Paralel — mirrors “平行 的 镜子 152, 

252 - 253 

Parallel planes ”平行 平面 Ilin 


187 - 188. 193. 200, 


Parallel Postulate (Euclid`s fifth axiom) 
平行 公设 ( 欧 几 里 得 第 五 公理 } 
118 - 134.257 - 258 
attempts to prove it ”证 明 平 行 公 设 的 
SDM 120- 122,124 

in elliptic geometry WIR JL fap sar 
和 公设 126 

Fuclid"s version 
119 

in hyperbolic geometry Ж Л. 
的 平行 公设 125,126- 127 

in dependence. of the other Euclidean 
axioms ”相对 于 其 他 欧 几 里 得 会 
理 的 独立 性 124,258 

and physical space ”平行 公设 与 物理 
[п] 131-132 


ВКЛ. SL £r) KË 


Playfair's version — 1$ 3E PRX E 
119 — 120, 122 

on the surface of the sphere 球面 上 
的 平行 公设 ”128- 129 


平行 射影 ”1F3n 

Parallels (circles of latitude) 628 (f$ 
HEBR) 95-96, 99 101, 129n 

部 分 和 , 部 


Parallel projection 


Partial sums. sequence of 
分 和 序列 ”25,26 一 27 
Pascal. Blaise (1623 — 1662), quoted 
WES BA m — viii. 136. 198 
Peano, Giuseppe ( 1858 — 1932) Б JF 
Hi 76 
cuve WOES  76- 79.892 
Hijo 102 103,105 
Penzias, Amo А. ЙЧ 222 


Pentagon 


Perspective 透视 108-109 
Peurbach, Georg von (1423—1461) {Ё 
尔 巴 赫 191 


Phi (#) 
golden ratio 黄金 比 50—53, 
239 - 241 
symbol for the empty sei EERS 7 
Photon ЖТ 225 


Physics, fundamental constants nf FE 
基本 常数 14,202 

Pi (x) Ё (л) 
Archimedes" method of approximation 


阿 基 米 德 的 近似 方法 4- 5,11,50 
Biblical value z 在 茶 经 中 的 值 4 
continued fraction. for z Е 
52 
distribution of digits z 的 数值 分 布 

11 


infinite products for ARRE 10- 
11.46.52,241 
infinite series — for 


11,34 - 36,46.52,241 


r HERRAR 


iwationality of 的 无 理性 46- 
47,50,52,237 

ratio of circumference to diameter. [HA] 
ж 4 


related to 0, 1, e and i (Eufer' s formula) 
与 ( 欧 拉 公式 中 ]0, E e 的 关系 
50.53 

transcendence of 
32 - 53,237 

value compared to e 


х 的 超越 性 11， 


Ej e 值 的 
— 375 一 


[ГА a4 
value in Ше Rhind papyrus {К 
"ep ridi a 
oneer EO. Gsipacecrafl! 
WO 227- 220.232 
Planck. Mas karl. Emst Ludwig (1858 一 

1947) M 225 


JE JO 520 E 


Planets) ФДЕ 88 - 89, 94, 97, 120, 


132п 

ellipie APH 131 
Kuclidean НАР 111,232 
has as many points as a line tJ AEE 


HEZE 63n 
EI xc b C ЖАШ llin 


at infinity 


inversive FORRIN — llln 

omamenlal $F 160-163 

projective ”射影 平面 ilin 

tessellatien of 9E (BE BE AR TE DIE B 
[02 — 103. 105 - 107,153,155, 160- 
163, 168 — 71 


Platonic solidas 柏拉图 多 商 体 ， 兄 
Regular solids 

Playfair, John (1748 — 1819) 
119 
version of the Parallel Postulate 平行 

ЖЇН ЖЕРК 119,122 

Pluo ЖЕМ 226 

Poe. Edgar Allan. (1809 — 1849). quoted 
XË O ЖАЛ 232 

Poincaré, Jules Henri (1854 — 1912). 庞 
ШЖ 127 
model H ПЖ) 


зк 


127,172 - 173 
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quoted iit D 
Points) 点 
antipodes on sphere, regarded аз опе 
pin “将 球 上 的 对 中 点 作为 -- 个 
AO 129-130 
HEX 17 


definition of 


determined by its coordinates — PH Ë sg 
FRE 69,73 
amd image under inversion ЛЕ T [rJ 


KAIRE 88- 90,244 - 245 

at infinity ARAE — 89 — 94, 97, 
109 — 101, 114 - 117.129 

and line(s), symmetry of (principle of 
duality) 点 与 线 的 村 称 { 志 对偶 
原理 ) П 113, 215 – 107 

ав many along а line as on а finite 
segment ”直线 上 的 点 与 有 限 线段 
上 的 点 一 样 和 多 e 

as many in a plane as along а line 平 
Bi E ex Бу ЕЙ pO RR] RE Ж 
63n 


ordmary (finite) Ж CH BR 点 


110 
relation to physical dot 与 物理 点 的 
ЖЖ 61,120 


removed from its position in Euclidean 
geometry ДАБЛ Лагера 
置 分 离 出 来 ”117 

and stereographic projection. 点 与 球 
极 平面 投影 ”245 - 246 

and the ultimate elementary panicle 


点 与 最 终 的 基本 粒子 ”225 


EPR 73 


Polar eoordinates 


Poles. north and south BE S E EHE 
95 ~ [0] 

Polygone) ЖШ. W Regular poly- 
gon Ei) 


уела n polyhedra) 区 面体 103- 
104.248 — 290: 参见 Regular solids 

多 项 式  lin,37n, 52.124 

Pope. Alexander (1688 — 1744). quoted 
UEM. 199 

dra. M. Axiamís) 

Poussin. de la. місе (1866 - 1962) + 
* 23 

Power (number of elements in a sm) JE 
Ж {集会 的 所 素数 】60，62 - 66, 
253 一 254; 14 Cardinality : Cardinal 


numbers 


Polynomial 


Postulate Ск) 


МЇ 37-38 
Power set (set of all subsets of a given 

sc) HEGERE BICI SR BJ 

集合 ) — 63— 64,253 — 254,255 
Precession of the equinoxes 宏基 203 
素数 定理 23 
number) Ж# 3- 
24, 28. 35n, 40, 57, 58, 63, 123, 
235 - 236 


Power series 


Prime: Number Theorem 


Primes (prime 


and eonstructibility of regular. polygons 
CE ЖИЕ f: TEL АО ur ETE 
123 - 124 
distribution of ЖЛ fp 23, 35n 
素数 的 大限 性 21- 
23,235 — 236 


ininde of 


тесіртосаі qf ”素数 的 fei эв 

set of ЖШ 57- 58.63 
WER 23,28 

案 数 与 了 负数 


twin primes 
and zeta function 
35n 

Principia { Philosophiae Naturalis Principia 
Mathematica. Newton) $E PB (4: 
B4 ARTERIEN 13n， 
182.202 - 203 

Principle of the excluded те HE:F 
fg 256 

Probability 概率 ix 

ER. BL Sequence (s) 

Projection(s? [Ж 


Progression (s) 


central PLAE 113n 

in projective geometry — Ef 3E JL [uj rh 
的 射影 “109 

тар ”射影 地 图 95-101 


parallel “平行 射影 1130 
stereographic RHF EX: 95 – 
99 


Projective geomeby ”射影 几 条 108 - 
117,118, 129 
Proof ЕЯ 


indirect 


3, 121 

WEH — 121,235 

that there. are only five regular. solids 
ПАЛЕ АУЕН 248- 
250 

of the infinitude of primes E X. 


REREH 235 - 236 


of the irrationality of v2 V2 itj 
无 理性 的 证 明 46,236 – 237 


一 了 77 一 


Propositiom(s) ШАЙ, ЇЙ, Theorems 

Proxima Centauri istar}  АРОШ) 208 

Pseudosphere HER 130 

Ptolemy {Claudius Ptolemaeus, 2nd century 
A.D.) ФЕ: — 189.1035 

Pythagoras (6th. century В. С. ) 
TIED 41,44 — 45, 258 

毕 达 哥 拉 斯 定理 44-45 

HBik БИЙДЕ ЙЕ 


Ек Яр 


theorem 
Pythagorean school 
40,41,44 — 46. 201 


Q 


Quadrilateral PUA 107 
Quantum. ÆT  225n 


Quantum theory ”量子 理论 ”39,225n 


R 


Radiant (meteor shower) 辐射 (流星雨) 
116 

Radioactivity ”放射 性 ”3] - 32,225 

Rational numbers A SB 3; 2 
Frac tions 


closure under arithmetic operations 


ARER БААМ 46-47 


density of 有 理 数 的 密度 4- 
43,47, 58 — 60, 86 - 87 

denumerability “可 数 性 — 58 — 60, 
62n – біп, 87 

do no form a continuum 不 构成 
连续 统 47 


T9 --- HE 250 
有 有理 数 的 无 限 性 


form а group 


ийине of 


— 378 一 


42 


relation. to musical mtervals 5 Ë 


кы x=. 


程 的 关系 41-42 
tepresenled by terminating or repeating 
decimals MARAM Е 
ж 47 
Real numbers Ж 38, 47, 53 
and Cantor's diagonal argument 3 


B SIERI ARH 6l- 


62 

fom a continuum (are non ~ denu- 
merable) ”构成 连续 统 ( 不 可 数 ) 
60,62 – 63 

power of (C) 实数 的 基数 бо, 
62 — 63,65 - 66 

represented by decimal: — Hj] Ж 
жо 47 

Red shift #ТЖ 209; 参见 Doppler 
effect 


Reflections) 反射 97.150 — 154, 
135 - 159, 166, 169 — 171, 252 一 253; 
参见 Glide reflection ( 5 ) ; Mirror (=) i 


Symmetry 

defined geometrically 几何 定义 
153 – 154, 155 

in the equatorial plane 赤道 平面 
中 的 反射 97. 245, 248 

law of 反射 定律 149n 

and the parabola 反射 与 抛物 线 
7l - 72 

Regular polygons 1Е 215 5,102- 
103,105 ~ 107 


Regular solids ТЕ £k 103-105, 
20]. 248 ~ 250 
Relativity. general theory of Hue. 


x Hle 
221.299 


118, 133. 202, 218, 220 — 
Retrograde moticit iiri 186. 
Wn 

Hhind. A. Поу {2и 
А 2,4 
Friedrich 
125 - 126.133 
3e IN Ur 


papyrus 
Riemann, Georg Bernhard 
(1826 - 1866) SP 
his geceanetry used by Einstein 
HIP HIH JU 133 
hypothesis. regarding. the zeta function 
KT E SR EXE tH Зп 
replaces infinitude of. straight. line by 
unboundedness НА SE 45 3 ЕГ 
JAR 125-126 
Robinson, Abraham (1918 – 1974) # 
演进 2240 
Roethke, "Theodore (1908 – 1963), The 
Far Field ЯУ}, (Э A ВОЕН ЕР) 
108 
Roman Catholic Church PARERE 
108, 189, 19]. 194, 197, 198, 200, 229 
Ross 248 (star) 罗斯 248( 星 } 228 
Rotation(s) 旋转 73, 75, 155 - 156. 
252,253 
Rubik cube A 16 
Runner's paradox 跑步 者 悖 论 ， 见 
Zero s paradoxes 
Ruskin,John(1819 - 1900), quoted Ф 


Hr.» 138 

Russell. Bertrand Arthur (1872 — 1970) 
Wd 255,256 
quoted HER 64.135 

Rutherford, Ernest (1871-1937) Ж 
ji 225 


s 


Saccheri. Girolamo C1667 – 1733) ЛҒ 
Ш  12L- 122.125- 126 

Saler. John EJE x. xi 

Samaras, lucas Fb. 1935) BAZAR 

153 


Schiller, Johann Christoph Friedrich von 


(1759- 1805). quoted ЕЛ, iso 
102,137 
Schuster, Glen STET 232 


Scientific notation ”科学 概念 ”14 

Sequence{s) 序列 18-20,25; S% 
Geometrie progression s) 

Series Ж, M Infinite series 


Set(s) ES 
of all sets ”所 有 集合 的 集合 255, 
256 


cardinality of ”集合 的 基数 ”253 
“选择 " 集 257 


"choice" 


definition of 8552 5 — 55n.56, 
58,256 

dense 7 58-60 

denumerable 可 数 集 合 57—60, 
62n - 63n, 64 

empty (null set) FE 7, 58n, 63, 
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254, 256 


equality of 集合 的 相等 55n, 256 
finie {TIE 56 ~ 58, 63 - 66. 
253,257 
ENE 
253,256 — 257 


54— 60. 61 - 66, 


infinite 


one - t — апе vorespoidence hetween 
Mj jd fü -对 应 56-60 
61.604, 253 — 254 

power of ДОТИ ES 60.63 — 66. 
253 - 254; 5 Uil, Cardinality; Cardinal 
numbers 

power sel EIE 
255 


proper subset 


63- 64, 253- 254, 


ERFIR 58 


ofset 集合 的 集合 63,254, 255- 
256 

subsets) P 58, 605—65,253- 
254,256 


ЧОЯТ 66.254- 259 

Shahiruler of Pera) (ИЕЫ: 29- 
30 

Shakespeare, William(1564— 1616). Hamlet 
EIE (rug 88 

Shapley, Harlow (1885 — 1972) b 3E gJ 
21i 

Shelley, Percy Wysshe (1792— 1822), quoted 
"Xe 179.228 

Shells (erystalline spheres) Sz CKSAK 
FR) 186- 187.191 — 192.201.206.209 

Sierpinski, Waclaw (1882-1969) i82: 
宾 斯 基 80 


Sel theory 
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Sigma [sununation sign) U САИ) 
25 

Silence, metaphor of the infinite EOE 
穷 大 的 比喻 ) 138 

Similarity 相似 性 166,172,176 

Singulanty ФЕ 85 п,86,221.223 

Sitter. Willem de (1872 - 1934) 西 特 尔 
221 

*kewlines PHR 12h 

Slowinski, David. ĦAX H 24 

Snell, Willebrord (1591-1626) WHH 
98n 

Snowflake curve ТЕЕ 77-80 

Space Eia] 102, 137— 138, 204 - 205, 

212, 218, 225 


Euclidean PAUL EBI 131-133, 
20,219- 220 

four -~ dimensional 四维 空间 132- 
133 

"hyper ар 63n 


infinite, homogeneous. and isotropic Д; 
FR. FS). # reg E EGO = (ај 
202 – 203.208 

поп — Euclidean 


131- 133,220 


ЗЕЕ JL". (tos d 


physical ”物理 空间 120131- 133 

three - dimensional =H [8] 63n, 
130- 132 

two — dimensional 518] 127- 
131 


133,220 
Spectroscopy AW 210 


Space - time [ЕХ 


Spectrum. — i$ 210 

Sphere R: $E Great eirclets) : Shells 

(crystalli: spheres! 

as finite model for tbe infinite plane f: 
Jj GP F ñi В 97 

成 中 的 反 演 由 


as molel for non = Euclidean (ерис?) 


inversion in 


gecinelre ЙЕ dE (HW P) JU OT 
HAIER 127 — 130,258 


and the stereographic: projection — EE! j 
奈 极 平面 投影 站- 09,245 — 248 
FK az fn E 


Sphereal — trigonomelry 


130 

Spiral — ££ 

hyperbolic АЙИН 74 

linear. {Archimedean} — £&TE (Ro AE Ж 
德 ) 螺 线 74,77 


logarithmic (equiangular) 对 数 ( 等 角 ) 
的 螺 线 , DL Logarithmic spiral 

2 的 平方 根 。 40， 
45 – 46,48,50,52,236— 237 

Squares (of the natural numbers) (Е Ў 
fen er 27 


сап be matched 1 : 1 with the counting 


Square root. of. two 


numbers “能够 与 计数 数 -一 -- 对 应 
57,58 
Tecipracals of AAND 34 - 35, 
46 
Square(s) ¿EJE 
shaded (paradox) HERENI 
(PEIE) 83-84 


REA EIEE 102- 


tiling with 


103 
Squaring the circle (EWA A 53 
Stars. number of visible to the naked eye 

НА ВВ р) l6% Fixed 
stars 
fep sb 222 
球 极 平面 投影 


Steady. state theory 
Sterengraphie projection 
95 – 99,245 — 248 
Straightedge and compass, construction 

with КАЕ 45, 53, 123, 244 - 
245 
ix 68, EIB. 134; 


JUL Axiams. first and second; Parallel 


Straight lineis) 一 一 


lines; Parallel Postulate: Sphere 

Wn 72 

conditions for intersection 
件 l 

defined in Euclid's Elements 
得 4 原 丰 》 中 的 定义 117 

has as many points as a finite segment 
与 有 限 线 段 有 同样 多 的 点 61 

与 平面 


asvmplotes 


HR 


EKJL 


has as many points as a plane 
有 间 样 多 的 点 63n 
直线 的 无 限 性 ix. 


indefiniteness of 


68,125 – 126 
at infinity ARHAR 109-111, 
115 
intersecting ”相交 10- 10,119 
parallel “平行 线 — 109 - 111, 113, 


118, 119 – 120, 122. 125 – t26, 
128 — 129,131 - 132, 134 
as part of the conic sections. ФЕ 218] 


Wink RS 70-72 

as paths of ligh rays ЕНУ: 
132- 133 

“punctured” by holes — (p LOS B zà 


43.44, 47, 62n - 63n, 86 - 87 

put on equal footing. with poim BA 
与 点 相等 的 基础 上 17 

represent loxedromes on Mercator’s map 
deum КЕНИНЕН КИЕНӘ 99 – 
100 

as the shortest distance between iwo 
points 两 点 间 最 短 距离 。 128-~ 
130, 132 - 133; 参见 Geodesic 

onasphere КЕГИ 127-130; 
£ DL Great circle(a) 

transíormed into cireles under the 
stereographic projection ТЕРК F 
而 投影 下 变换 成 加 97,246- 247 

transíormed into straight lines or circles 

在 反 演 中 变换 为 

直线 或 图 90- 94,241- 243 

unboundedness ФЕ 125- 126 

Subset(s) “FE DL Seu(s).subset(s) of 

Symmetry ХЕРЕК 
between poini and line 点 与 钱 的 对 

称 Mie 12,117 


elements operations) 


under inversion 


РЕЈ Ge 
TE) 155- 159.166, 169 171 

in Euler's formula (V-E4 F = 2) 
欧 拉 公式 中 的 对 称 105,249 

moups 对称 群 158 - 162. 168 — 
171.252 - 253 
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of inversion. — iB 90, 92- 
93, 242 — 243 

m J. 5. Bach's music LAR SUE 
的 对 称 0766 

in M.C. Eschet^s work РЕВА 


165 – 171.175 - 176 
抛物 线 的 对 称 7 
多 人 对 称 I6On 


中 的 对 称 
of parabola 


polvchromatic 
T 


Bt irm 102~ 

107,153, 168 — 171 

in M,C. Escher's work P eg Em 
PHRA ESE 168-171 

E H: m) Ht + Sei 

E 106-107 

NFEE 180n 

四 面体 104- 105,249 

Thales of Miletus (ca. 624 — 548 Н.С.) 
泰勒 斯 185 - 186.258 

Theorem(s) 定理 121 


Tesseilation 


semi — regular 


Tetragrammaton 
Tetrahedron 


Thomson. James (1700 – 1748), quoted 
HEHE EA 206 

Three — degree cosmic background radiation 
三 度 宁 宙 和 背景 辐射 222 - 223 

MA KEE , DE Tessellalion 

Topology 拓扑 学 ”139 

Tomicelh, Evangelista 1608 - 1647) Н 
里 拆 利 75 

Tower of Babel Ш. ЯНЕ 136,232 

HP. М, Pscudosphere 

Franscendental numberís) ESM ln. 


Tiling, 


Tractroid 


52 – 53,237 
Transfinite vardinals 
65. 66n, 257 


Transformation 


EMER 64- 


E Bh; $ BL Swemmer 
elemens 

glide reflection. PR65529 156 
МР 88-94. 241- 


inversion 
245, 246, 248 
reflection ЖЯ] Йй 153 — 154, 
155, 252 
rotation EFE EI 155.252 
translation К Ий 155. 158- 
160,252 
Translation (8) 平移 155,158 - 160, 
252 
Triangle :角形 
and Desargues's theorem 三 角形 与 
ОРЛЕАН 112-115 
dual interpretation of 二 角形 的 对 个 
Ж 112 
equilateral FHA 77-78. 
102 – 103, 156 - 157,252 
and plane tessellation 2. АЗ ЫР 


Hik —102— 103. 106 107 
right ÉI fO 44 


sum of angles af EE BASE EI 
122,125 - 126,132 
Triangle rule ЖЩ 250—252 
Trigonometry — Zf 188- 189 
spherical ЕКІ: 130 
Th АН (18,122, 134,258 


EERS 23,28 


Twin primes 


Tyndall , John( 1820 — 1893) , quoted Е 
Ë T IB Е 138 


u 
Uneerainiy Principle АРЕН 
250n 
Universe H 
amount of matter in Р ЧА Д, 
量 223 
expanding Е ВВЕ 209, 219, 
221 - 223 
finite or infinie? ЕВА? 
vii, 184 — 185 
finite vet unbounded Ti ER AH 
220,223 
future of FHIR 223 
geocentrie WELSH 189, 190,220 
һейосепте НАУ 192 — 193, 
199 


infinite. homogeneous and isotropic 
ARI. Куз, de ERI PERS" i 
202 - 203,208 - 209, 210n,219- 220 
宇宙 模型 — 185- t87, 
191, 270- 221 


models of 


past (steady state vs. Big Bang theories) 
тй BJ E k (Sta Ж ЖОКЛЕ 
iE 221-223 

ХЕ 205.206,210n 


Uranus 
v 


ХЕЙ), 


Vacouleurs, Gerard de quoted 


语录 222 
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Vanishing paint — ERE От 

Veclorts). Wik 25b - 252 

Yeme. Jules CI828 — 1905). From the 
Earth te the Moon. WE Мау. 
AAMER J] s5) 229 

Viele, Francois ( 1540 — 1603) 
О. 52, 241 

Vinci. Leonardo dal 1452 2 15190, quoted 
iB ир тас vñ, t08 

Voyagers | and BHCspacecvaft) 


YAI C(L RO 228 


н 


D STRA 


Ww 


Wallis. Johi 1616 – 1703). KAMU 7. 
11,52 

Wantzel. Ferre [aurem (1814 — 1848) 
AGE 010238 

Weyl. Hermann. ([£885— 1955). sueil 
IHK ifia 161 

Whitman, Wal (1819 — 1892), quoted 
MOSA E 227 

Wilen, Robert W, RAAHE 222 

Wordsworth, William { [770 - 1850) quoted 
+ ЖЇК iñ at 181 

Wren, Sir Christopher (1632—1723) i 
X 181-182 

Wright. Thomas of Durham (1711— 1786) 
HIF 206- 207,214 


Y 


Young. Edward ( 1683 — 1765 ), Nighi 
Thoughts TÍRE - 35,018) 204- 


— 364 一 


205 
z 


Zeno Ed 3,17 
pamdoxes ФЕЙ 

Zemielo, Ernst. i 1871 — 1953) 
256 — 257 


ermelo — Fränkel axiom system (ZF) W 


3-4,17- 18 
BRY 


TED — dh RANIA 256,258 
Zea E 
different meanings of ЖЇН X. 
6-7 
division by, invalid — E ETERT ER 
7.89 
matrix, Ше EHME 7 


ong of word jH 6б 
УЖЖ 6 
"fei ngt: 


relation to infinity 

tole on the number. line 
JH 8.41 

symbolíor | ^E 6 

verior ЖООҢ 251 

СЮ 350 


Zeta function 


ВЗ 马 奥 尔 是 以 色 列 人 ， 他 于 1969 年 从 以 色 列 理工 学 院 获得 博 
士 学 位 . 长 期 以 来 ， 他 对 数学 和 艺术 之 间 的 关系 有 着 浓厚 的 兴趣 . 他 
在 美国 .英国 和 以 色 列 的 期 刊 上 发 表 过 大 量 论文 ,所 涉及 的 领域 有 应 用 
数学 ,数学 教育 和 数学 史 . 他 还 积极 投身 于 阐释 科学 的 写作 ,并 因 这 方 
面 的 著作 而 数 次 获奖 . 他 的 文章 “音乐 有 什么 样 的 数学 特性 ?” 曾 在 
1979 年 被 国家 数学 教师 委员 会 评选 为 数学 应 用 最 佳 文章 全 国 竞赛 一 
FE. 马 奥 尔 博士 从 1981 年 以 来 一 直 是 美国 数学 学 会 访问 讲师 和 顾 
问 计 划 的 成 员 . 他 在 国内 外 的 专业 会 议 上 作 过 多 次 讲演 ， 而 且 还 就 科 
学 和 教育 问题 对 一 般 公众 作 过 多 次 讲演 . 


Ыы. 


АЕ 马 奥 尔 以 一 种 引 人 人 胜 的 叙述 方式 ， 研 究 了 无 穷 大 在 数学 
种 儿 何 学 中 的 作用 ， 并 且 讨 论 了 它 对 艺术 和 科学 所 产生 的 文化 影响 . 


马 奥 尔 与 读者 分 享 了 无 穷 大 对 人 类 头脑 产生 的 深远 智力 影响 Md 
腊 人 “对 无 穷 大 的 恐惧 ”到 毛里 蒋 C 埃 合 尔 富有 灵感 的 艺术 作品 ; 
从 无 穷 大 在 其 中 起 着 核心 作用 的 穆斯林 优美 和 的 装饰 设计 ， 到 因 信 仲 无 
穷 大 宇宙 观 遇 惨死 在 宗教 法 庭 之 手 的 乔 尔 达 诺 ， 布 兽 诺 的 英雄 传奇 . 
最 重要 的 是 ， 本 书 宣布 了 数学 家 对 无 穷 大 的 强烈 爱好 -一 这 种 强 
烈 爱 好 还 混杂 着 迷惑 不 解 . 希腊 人 觉得 难以 相信 和 数 的 无 穷 级 数 可 以 有 
一 个 有 限 和 ; 而 且 即 使 在 今天 ， 仍 然 有 一 些 与 无 穷 太 有关 的 简单 问题 
{ 例 如 一 些 关于 素数 的 问题 ) 悬 而 未 决 . 
本 书 有 非常 丰富 的 插图 ， 使 人 们 浏览 这 本 书 也 能 与 读 这 本 书 一 样 
令 人 愉快 . 还 有 六 幅 由 埃 合 尔 创作 的 与 无 穷 大 有 关 的 稀有 彩色 照片 . 
不 管 对 科学 家 还 是 艺术 家 ,也 不 管 是 对 历史 学 家 或 是 受过 教育 的 外 行 ， 
读 这 本 书 都 是 一 次 概览 无 穷 大 历史 的 极 好 旅程 . 
书评 华 者 如 是 说 ; 
^3 ARA COP К 、 艺 水 家 和 其 他 对 和 无穷大 
着 过 的 人 们 的 和 角度， 全面 介绍 了 无 穷 大 . 他 对 
这 一 话题 的 热情 ， 把 读者 带 入 一 个 丰富 多 采 的 
Amex 器 心地 向 所 有 图 书馆 推荐 这 
本 书 ， 因 为 它 对 我 们 文化 的 一 个 最 引人入胜 的 
— 386 — 


#11 Y Pop ӨЛ.” 
一 一 《选择 


“ 马 奥 东 探 索 了 数学 和 艺术 中 的 无 穷 大 概 

念 ， 并 且 证 明 这 是 二 者 的 接触 点 . 荷兰 艺术 家 

MC. 埃 会 尔 的 作品 是 很 好 的 例证 , 这 里 还 在 
优美 的 彩色 印 版 中 给 出 了 他 的 六 幅 作 品 ，” 
— (S 32 5А CO 


"REAL FEL e HA dq 05 iZ + dex 
$ KL W Т ЖК P, m HS yam 
家 和 如何 采纳 和 形成 这 种 观念 的 .” 

一 一 上 科学 》 


“一 个 严肃 而 复杂 的 话题 得 到 了 如 此 清楚 
而 完美 的 解释 ， 以 至 于 短途 旅行 的 人 也 能 够 风 
读 和 理解 它 , 这 十 分 军 见 . 
4 专业 新 书 介 绍 ,1987》 


“这 本 书 有 趣 而 且 具 有 高 度 的 可 读 性 ……- 
这 本 书 将 特别 适合 TES ACER dedo XT 
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“一 本 为 一 般 读者 撰写 的 ,设计 和 插图 十 分 
考究 的 杰出 著作 . 它 注定 会 成 为 一 部 经 典 之 作 ," 
一 一 教学 杂 ES 


“天 才 作 家 的 一 部 著作 …… 这 本 书 是 起 控 
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ESEHAN ezg.” 
— —(SIAM 新 闻 》 
“非常 可 读 .…… 一 本 既 为 外 行 又 为 科学 家 
ЖБ Б." 
一 一 《美国 数学 月 刊 》 
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